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本稿では, 次の定理を証明する.

定理 0.1 (Brouwer の不動点定理). Rd の有界な凸閉集合 Ω から自身への連続写像 f は不
動点を持つ.

まずは次の補題を証明する.

補題 0.2. g を Rd に値をもつ d + 1 変数 (x0, . . . , xd) の C∞ 級関数とする. また gxi ,

i = 0, . . . d を g の xi 偏導関数とし, Di を列ベクトル gx0 , . . . , gxi−1 , gxi+1 , . . . , gxd
からな

る行列の行列式, すなわち
Di := det(gx0 , . . . , gxi−1 , gxi+1 , . . . , gxd

)

とする. このとき,
d∑

i=0

(−1)i
∂

∂xi
Di = 0

が成り立つ.

証明. 行列式の微分より,

(−1)− i
∂

∂xi
Di =

d∑
j=0
j ̸=i

(−1)i det(gx0 , . . . , gxjxi , . . . , gxi−1 , gxi+1 , . . . , gxd
)

=

i−1∑
j=0

(−1)i+j det(gxjxi , gx0 , . . . , gxj−1 , gxj+1 , . . . , gxi−1 , gxi+1 , . . . , gxd
)

+

d∑
j=i+1

(−1)i+j−1 det(gxjxigx0 , . . . , gxi−1 , gxi+1 , . . . , gxj−1 , gxj+1 , . . . , gxd
)

が成り立つ. ただし, i = 0 のときは ∑i−1
j=0 = 0, i = d のときは ∑d

j=i+1 = 0 と解釈する.

0 ≤ j ≤ k ≤ d を固定し, 上式において
det(gxjxk

gx0 , . . . , gxj−1 , gxj+1 , . . . gxk−1
, gxk+1

, . . . , gxd
)

の項に注目する. この項が和∑d
i=0(−1)i ∂

∂xi
Di に現れるのは 2項ある. ひとつは (−1)j p

∂xj
Dj

からであり, その係数は (−1)j+k−1 である. もうひとつは (−1)k ∂
∂xk

Dk からであり, その係
数は (−1)j+k である. 符号が逆であるから, 和∑d

i=0(−1)i ∂
∂xi

Di においてこの形の項は残ら
ない. この和の全ての項は上の形の項からなるから, 結局 ∑d

i=0(−1)i ∂
∂xi

Di = 0 である.
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定理 0.1 の証明. まず, Ω が原点中心の球の場合に定理を証明すればよいことを示す. Ω は
有界だから, Ω を含む十分大きな球 BR := {x ∈ Rd | |x| < R} が取れる. また, Ω は有界凸
閉集合だから, 各 x ∈ BR に対して

|x− y| = min
z∈Ω

|x− z| (0.1)

となる y ∈ Ω が存在する. x1, x2 ∈ BR に対し, 対応する y を y1, y2 とすると, Ω は凸であ
るから, 任意の t ∈ [0, 1] に対して y1 + t(y2 − y1) ∈ Ω である. よって, (0.1) より

|x2 − (y2 + t(y1 − y2))|2 ≥ |x2 − y2|2, |x1 − (y1 + t(y2 − y1))|2 ≥ |x1 − y1|2

が成り立つ. これら 2つの不等式の辺々を加えて整理すると,

t(x2 − x1, y2 − y1)− t|y1 − y2|2 + t2|y2 − y1|2 ≥ 0

が得られる. t > 0 として両辺を t で割り, t → 0 とすれば,

|y1 − y2|2 ≤ (x2 − x1, y2 − y1) ≤ |x1 − x2||y1 − y2|,

すなわち |y1 − y2| ≤ |x1 − x2| が得られる. これにより, 任意の x ∈ BR に対して, (0.1) を
満たす y ∈ Ω が一意であることが分かる. ここで y = g(x) とおくと, 先の評価から任意の
x1, x2 ∈ BR に対して |g(x1) − g(x2)| ≤ |x1 − x2| であるから, 写像 g : BR → Ω は連続で
ある.

さて, 写像 f ◦ g : BR → Rd を (f ◦ g)(x) := f(g(x))で定義すると, この写像 f ◦ g は BR

を Ω (⊂ BR) に写す連続写像である. よって, 定理が球の場合に成立すると仮定すれば, 写
像 f ◦ g は BR に不動点 x0 をもつ. すなわち,

(f ◦ g)(x0) = f(g(x0)) = x0 (0.2)

が成り立つことになる. f の値域は Ω であるから, x0 ∈ Ω である. x0 ∈ Ω に対しては
g(x0) = x0 であるから, (0.2) より f(x0) = x0 が成り立つ. すなわち, x0 は f の不動点で
ある. 以上より, 原点中心の球に対して定理が証明されれば, 任意の有界凸閉集合でも定理
が成立することが示された. このことを踏まえて, 以下では Ω が閉球 BR の場合に定理を証
明する.

次に, f が C∞ 級関数の場合に定理が示されれば十分であることを示す. f を BR から自
身への連続関数とする. また, ρ をコンパクト台を持つ非負値 C∞ 級関数で∫

Rd

ρ(x) dx = 1

を満たすものとし, ϵ > 0 に対して ρϵ(x) := ϵ−dρ(x/ϵ), x ∈ Rd で関数 ρϵ を定義する. この
とき, 関数 ρϵ についても ∫

Rd

ρϵ(x) dx = 1

が成立することに注意する. この関数 ρϵ を用いて, 関数 fϵ を

fϵ(x) := (ρϵ ∗ f)(x) =
∫
BR

ρϵ(x− y)f(y) dy

2



で定義する. 仮定より任意の y ∈ BR に対して |f(y)| ≤ R であるから, 任意の x ∈ BR に対
して

|fϵ(x)| ≤
∫
BR

|ρϵ(x− y)f(y)| dy ≤ R

∫
Rd

ρϵ(x− y) dy = R

が成り立つ. すなわち, 関数 fϵ は BR から自身への C∞ 級関数である.

もし C∞ 級関数に対して定理が証明されたとすると, fϵ は BR 内に不動点 xϵ を持つこと
になる. すなわち, fϵ(xϵ) = xϵ が成り立つ. BR はコンパクト集合であるから, 点列 {xϵ} か
ら収束する部分列が取れる. この部分列を再び {xϵ} と表すこととし, その極限を x とすれ
ば, 三角不等式により

|f(x)− x| ≤|f(x)− f(xϵ)|+ |f(xϵ)− fϵ(xϵ)|+ |fϵ(xϵ)− xϵ|+ |xϵ − x|
≤|f(x)− xϵ|+ max

y∈BR

|f(y)− fϵ(y)|+ |xϵ − x|

が成り立つ. 点列 {xϵ} の取り方と f の連続性から右辺第 1項および第 3項は ϵ ↓ 0 で 0に
収束する. また, 関数 ρϵ の性質から fϵ は f に BR 上一様収束する. すなわち, 右辺第 2項
も 0に収束する. したがって, f(x) = x. すなわち f は不動点を持つ. 以上より, C∞ 級関数
に対して定理が証明されれば十分であることが証明された. これを踏まえて, 以下では f が
C∞ 級関数であることを仮定する.

最後に, f が不動点を持たないと仮定して矛盾を導く. 各 x ∈ BR に対して, λ(x) を二次
方程式

|x+ λ(x− f(x))|2 = R2

すなわち
λ2|x− f(x)|2 + 2λ(x, x− f(x)) + |x|2 −R2 = 0

の非負根とする. 関数 f は BR に不動点を持たないと仮定したので, 任意の x ∈ BR に対し
て |x− f(x)| > 0 が成り立つことに注意すると, 二次方程式の根の公式より λ(x) は

λ(x) =
−(x, x− f(x)) +

√
(x, x− f(x))2 + (R2 − |x|2)|x− f(x)|2

|x− f(x)|2

と表される. 明らかに関数 λ は BR 上正値であり, ∂BR 上で 0となる.

ここで, 写像 φ : [0, 1]×BR → BR を

φ(t, x) := x+ tλ(x)(x− f(x)) (0.3)

で定義する. 関数 f が C∞ 級であるから φ も C∞ 級写像であって, 次を満たす.

1. 任意の x ∈ BR に対して φ(0, x) = x.

2. 任意の x ∈ BR に対して |φ(1, x)| = R.

3. 任意の t ∈ (0, 1) と任意の x ∈ ∂BR に対して ∂
∂tφ(t, x) = 0.

各 t ∈ [0, 1] に対し, 変換 (0.3) のヤコビ行列式を考える:

J0(t, x) := det

(
∂φ(t, x)

∂x1
, . . . ,

∂φ(t, x)

∂xd

)
.
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また, [0, 1] 上の関数 I を
I(t) :=

∫
BR

J0(t, x) dx

で定義する. 関数 φ の性質 1. により,

I(0) =

∫
BR

dx = |BR| ̸= 0

であることが分かる. また, 性質 2. より任意の x ∈ BR に対して |φ(1, x)|2 = R2 であるが,

これを xj で微分すると,
∂φ1

∂x1
· · · ∂φd

∂x1
...

. . .
...

∂φ1

∂xd
· · · ∂φd

∂xd


φ1

...

φd

 = 0, t = 1, x ∈ BR

である. |φ(1, x)| = R > 0 であるから, 上式は非自明解 φ = (φ1, . . . , φd)
T をもつ. ゆえに,

J0(1, x) = 0 である. これにより, I(1) = 0 も従う.

補題 0.2 で x0 = t, xj = xj , j = 1, . . . , d, g = φ とおけば,

∂

∂t
D0(t, x) = −

d∑
j=1

(−1)j
∂

∂xj
Dj(t, x)

であるから,

d

dt
I(t) =

∫
BR

∂

∂t
D0(t, x) dx

=−
d∑

j=1

∫
BR

(−1)j
∂

∂xj
Dj(t, x) dx

=−
d∑

j=1

(−1)j
∫
∂BR

Dj(t, x)
xj
R

dσ

である. 他方, φ の性質 3. より x ∈ ∂BR のとき ∂
∂tφ(t, x) = 0 であるから, x ∈ ∂BR にお

いて

Dj(t, x) = det(φt(t, x), φx1(t, x), . . . , φxj−1(t, x), φxj+1(t, x), . . . , φd(t, x)) = 0

が成り立つ. したがって, d
dtI(t) = 0, すなわち関数 I は区間 [0, 1] 上定数関数である. とこ

ろが, これは I(0) ̸= 0, I(1) = 0 に矛盾する. 以上より, 関数 f は不動点を持たなければな
らない. これで定理が証明された.
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