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1 イントロダクション

Ω を Rd の有界領域とし, その境界 ∂Ω は区分的に C1 級であるとする. また, n(x) を点
x ∈ ∂Ω における外向き単位法線ベクトルとする. さらに, a(x) = (a1(x), . . . , ad(x)) を Ω

上の C1 級ベクトル場とし, 各 x ∈ Ω において |a(x)| ̸= 0 とする. このとき, 領域 Ω の境
界 ∂Ω を次の 3つに分解する.

Γ+ :={x ∈ ∂Ω | n(x) · a(x) > 0},
Γ− :={x ∈ ∂Ω | n(x) · a(x) < 0},
Γ0 :=∂Ω\(Γ+ ∪ Γ−).

x0 ∈ Γ− とし, 初期値問題 dx
dt (t) = a(x(t)),

x(0) = x0
(1.1)

を考える. ベクトル場 a が Ω 上で C1 級であるから, 初期値問題 (1.1) は一意解 X(t;x0)

を持つ. この解 X(t;x0) に対して,

τ+(x0) := sup{t ≥ 0 | X(t;x0) ∈ Ω}

とおく. 簡単のため, 以下では T+ := supx0∈Γ− τ+(x0) < ∞ を仮定する.

領域 Ω の部分集合 Ω0 を

Ω0 := {x ∈ Ω |ある x0 ∈ Γ−とある 0 < t < τ+(x0)が存在して x = X(t;x0)}

で定義する. 以下では集合 Ω\Ω0 の測度が 0 であることを仮定する.

u0 ∈ C0(Γ−), f ∈ L1(Ω) ∩ C0(Ω0) とし, 次の境界値問題を考える.a(x) · ∇u(x) = f(x), x ∈ Ω,

u(x) = u0(x), x ∈ Γ−.
(1.2)

本稿では, 境界値問題 (1.2) の解の評価について考察する. 境界値問題 (1.2) の解 u は, 初
期値問題 (1.1) の解 X(t;x0) を用いて

u(X(t;x0)) = u0(x0) +

∫ t

0
f(X(s;x0)) ds (1.3)
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と書ける. 実際, Ω0 上の点 x = X(t;x0) において

a(x) · ∇u(x) :=
d

dt
u(X(t;x))

と見なすことにすれば, この関数 u は Ω0 上で a · ∇u = f を満たし, Γ− 上の各点 x0 に対
して

lim
t↓0

u(X(t;x0)) = u0(x0)

が成り立つ. Ω\Ω0 上では解は定義されないものの, 仮定より Ω\Ω0 の測度は 0であるから,

この集合上では微分方程式を考えないことにする.

補足 1. 本稿では (1.3) で表される解 u に対して Lp 評価を与えるが, これは a posteriori

評価である. したがって, 以下の Lp 評価からは境界値問題 (1.2) の解の一意性は従わない.

2 最大値評価

境界値問題 (1.2) の解の最大値について考察する.

命題 2.1. u0 を Γ− 上の有界な連続関数, f を Ω 上の有界連続関数とする. このとき, 境界
値問題 (1.2) の解 u に対して

sup
x∈Ω0∪Γ−

|u(x)| ≤ sup
x0∈Γ−

|u0(x0)|+ T+ sup
x∈Ω

|f(x)|

が成り立つ.

証明. 解の表示式 (1.3) を評価すれば, 各 x = X(t;x0) ∈ Ω0 ∪ Γ− において

|u(X(t;x0))| ≤|u0(x0)|+
∫ t

0
|f(X(s;x0))| ds

≤ sup
x0∈Γ−

|u0(x0)|+ sup
x0∈Γ−

τ+(x0) sup
x∈Ω

|f(x)|

≤ sup
x0∈Γ−

|u0(x0)|+ T+ sup
x∈Ω

|f(x)|

が得られる. 左辺の上限を考えて結論を得る.

3 Lp 評価

1 ≤ p < ∞ として, 境界値問題 (1.2) の解の Lp 評価について考察する.

部分積分により, 次の命題が成り立つ.

命題 3.1. u ∈ C1(Ω) ∩ C0(Ω) とする. このとき,∫
Ω
div (a(x)u(x)) dx =

∫
Γ+

u(x0)n(x0) · a(x0) dσx0 −
∫
Γ−

u(x0)|n(x0) · a(x0)| dσx0

が成り立つ.
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系 3.2. u ∈ C1(Ω) ∩ C0(Ω) とする. このとき, div (au) = 0 ならば,∫
Γ+

u(x0)n(x0) · a(x0) dσx0 =

∫
Γ−

u(x0)|n(x0) · a(x0)| dσx0

が成り立つ.

系 3.3. u ∈ C1(Ω) ∩ C0(Ω) とする. このとき, div a = 0, a · ∇u = 0 ならば,∫
Γ+

u(x0)n(x0) · a(x0) dσx0 =

∫
Γ−

u(x0)|n(x0) · a(x0)| dσx0

が成り立つ.

1 ≤ p < ∞ とする. Γ+ 上の関数 u0 に対して

∥u0∥Lp(Γ+;|n·a|) :=

(∫
Γ+

|u0(x0)|p|n(x0) · a(x0)| dσx0

)1/p

とし,

Lp(Γ+; |n · a|) := {u0 | ∥u0∥Lp(Γ+;|n·a|) < ∞}

とする. 同様にして, 関数空間 Lp(Γ−; |n · a|) を定義する. 系 3.2, 3.3 において, 関数 u を
正の部分と負の部分に分けることで, 次の等式を得る.

系 3.4. u ∈ C1(Ω) ∩ C0(Ω) とする. このとき, div (au) = 0 ならば,

∥u∥L1(Γ+;|n·a|) = ∥u∥L1(Γ−;|n·a|)

が成り立つ.

系 3.5. u ∈ C1(Ω) ∩ C0(Ω) とする. このとき, div a = 0, a · ∇u = 0 ならば,

∥u∥L1(Γ+;|n·a|) = ∥u∥L1(Γ−;|n·a|)

が成り立つ.

変数変換 x = X(t;x0), x0 ∈ Γ−, 0 < t < τ+(x0) を考える. Γ− における x0 の微小近傍
を dσx0 とし,

dσt,x0 :={x = X(t; y) | y ∈ dσx0},
Ω(t) :={x = X(τ ; y) | 0 < τ < t, y ∈ dσx0},
S(t) :={x = X(τ ; y) | 0 < τ < t, y ∈ ∂dσx0}

とおく. このとき, 任意の u ∈ C1(Ω(t)) ∩ C0(Ω(t)) に対して∫
Ω(t)

div (a(x)u(x)) dx =u(X(t;x0))n(X(t;x0)) · a(X(t;x0)) dσt,x0

− u(x0)|n(x0) · a(x0)| dσx0 +

∫
S(t)

u(x)a(x) · n(x) dσ
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が成り立つ. ここで, a(x) = dx/dt は S(t) の接ベクトルであるから,∫
S(t)

u(x)a(x) · n(x) dσ = 0

である. また, a ∈ C2(Ω) のとき,

u(X(t; y)) = exp

(
−
∫ t

0
(div a)(X(r; y)) dr

)
, y ∈ dσx0

は C1(Ω(t)) ∩ C0(Ω(t)) であって境界値問題div (a(x)u(x)) = 0, x ∈ Ω(t),

u|dσx0
= 1

を満たす. よって, このように u を取れば

exp

(
−
∫ t

0
(div a)(X(r;x0)) dr

)
n(X(t;x0)) · a(X(t;x0)) dσt,x0 = |n(x0) · a(x0)| dσx0 ,

すなわち

dσt,x0 = exp

(∫ t

0
(div a)(X(r;x0)) dr

)
|n(x0) · a(x0)|

n(X(t;x0)) · a(X(t;x0))
dσx0

が得られる. 一方, dσt,x0 に垂直な方向の増分は

dX

dt
(t;x0) · n(X(t;x0)) dt = a(X(t;x0)) · n(X(t;x0)) dt

である. よって, 変数変換 x = X(t;x0) について

dx =a(X(t;x0)) · n(X(t;x0)) dt · exp
(∫ t

0
(div a)(X(r;x0)) dr

)
|n(x0) · a(x0)|

n(X(t;x0)) · a(X(t;x0))
dσx0

=exp

(∫ t

0
(div a)(X(r;x0)) dr

)
|n(x0) · a(x0)| dt dσx0

が成り立つ. なお, 議論の途中で a ∈ C2(Ω) を仮定したが,適当な近似列を取ることでこの
等式は任意の a ∈ C1(Ω) に対しても成り立つことが分かる. このことから, 次の補題が得ら
れる.

補題 3.6. u ∈ L1(Ω) とする. このとき,∫
Ω0

u(x) dx =

∫
Γ−

(∫ τ+(x0)

0
u(X(t;x0)) exp

(∫ t

0
(div a)(X(r;x0)) dr

)
dt

)
|n(x0)·a(x0)| dσx0

が成り立つ.

系 3.7. u ∈ L1(Ω), div a = 0 とする. このとき,∫
Ω0

u(x) dx =

∫
Γ−

(∫ τ+(x0)

0
u(X(t;x0)) dt

)
|n(x0) · a(x0)| dσx0

が成り立つ.

4



定理 3.8. 1 ≤ p < ∞, u0 ∈ Lp(Γ−; |n · a|), f ∈ Lp(Ω), とする. このとき,

∥u∥Lp(Ω) ≤ 21−1/pA
1/p
0 ∥u0∥Lp(Γ−;|n·a|) + 21−1/pA1/p

p ∥f∥Lp(Ω)

が成り立つ. ただし,

A0 := sup
x0∈Γ−

∫ τ+(x0)

0
exp

(∫ t

0
(div a)(X(r;x0)) dr

)
dt,

Ap := sup
x0∈Γ−

τ+(x0)
p−1

∫ τ+(x0)

0
exp

(∫ t

0
(div a)(X(r;x0)) dr

)
dt

である.

証明. 1 ≤ p < ∞, a ≥ 0, b ≥ 0 のとき (a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp) が成立することに注意する
と, 補題 3.6 より,∫
Ω0

|u(x)|p dx =

∫
Γ−

∫ τ+(x0)

0
|u0(x0) +

∫ t

0
f(X(s;x0)) ds|p exp

(∫ t

0
(div a)(X(r;x0)) dr

)
dt

× |n(x0) · a(x0)| dσx0

≤2p−1

∫
Γ−

(∫ τ+(x0)

0
exp

(∫ t

0
(div a)(X(r;x0)) dr

)
dt

)
|u0(x0)|p|n(x0) · a(x0)| dσx0

+ 2p−1

∫
Γ−

(∫ τ+(x0)

0
exp

(∫ t

0
(div a)(X(r;x0)) dr

)
dt

)

×

∣∣∣∣∣
∫ τ+(x0)

0
f(X(s;x0)) ds

∣∣∣∣∣
p

|n(x0) · a(x0)| dσx0

≤2p−1A0

∫
Γ−

|u0(x0)|p|n(x0) · a(x0)| dσx0

+ 2p−1Ap

∫
Γ−

∫ τ+(x0)

0
|f(X(s;x0))|p ds|n(x0) · a(x0)| dσx0

=2p−1A0∥u0∥pLp(Γ−;|n·a|) + 2p−1Ap∥f∥pLp(Ω)

が成り立つ. 0 < q ≤ 1, a ≥ 0, b ≥ 0 のとき (a + b)q ≤ aq + bq が成立することに注意す
れば,

∥u∥Lp(Ω) ≤
(
2p−1A0∥u0∥pLp(Γ−;|n·a|) + 2p−1Ap∥f∥pLp(Ω)

)1/p
≤21−1/pA

1/p
0 ∥u0∥Lp(Γ−;|n·a|) + 21−1/pA1/p

p ∥f∥Lp(Ω)

が得られる.

系 3.9. 1 ≤ p < ∞, u0 ∈ Lp(Γ−; |n · a|), f ∈ Lp(Ω), div a = 0 とする. このとき,

∥u∥Lp(Ω) ≤ 21−1/p
(
T
1/p
+ ∥u0∥Lp(Γ−;|n·a|) + T+∥f∥Lp(Ω)

)
が成り立つ.

5



これを利用して, Poincaré 型の不等式が得られる.

系 3.10. 1 ≤ p < ∞ とする. u ∈ W 1,p(Ω) が Γ− 上で u = 0 を満たすならば,

∥u∥Lp(Ω) ≤ d1−1/pA1/p
p ∥a∥L∞(Ω)∥∇u∥Lp(Ω)

が成り立つ.

証明. 定理 3.8 の証明において, u0 = 0 のときには右辺に 2p−1 をかけなくても不等式が成
立することに注意すると, f = a · ∇u として

∥u∥Lp(Ω) ≤ A1/p
p ∥a · ∇u∥Lp(Ω)

が得られる. ここで,∫
Ω
|a(x) · ∇u(x)|p dx ≤ dp−1∥a∥pL∞(Ω)

∫
Ω

d∑
j=1

|∂xju(x)|p dx

と評価して辺々を 1/p 乗すれば, 先の評価と合わせて結論が得られる.

系 3.11. 1 ≤ p < ∞, div a = 0 とする. u ∈ W 1,p(Ω) が Γ− 上で u = 0 を満たすならば,

∥u∥Lp(Ω) ≤ d1−1/pT+∥a∥L∞(Ω)∥∇u∥Lp(Ω)

が成り立つ.
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