
解析学Ｉ演習 6解答

解答 6.1.
(1) fが連続という仮定からGfはR2の閉集合であり，特にGf ∈ B(R2)である．よってGf ∈ L2.
また f の連続性より f は [0, 1]上 Riemann可積分である．m2(Gf ) =

∫ 1

0
f(x)dxの証明は (2)と

まったく同様なので次の (2)を参照のこと．
(2) fは [0, 1]上Riemann可積分なので特に [0, 1]上有界であることに注意する．n ≥ 1と1 ≤ k ≤
2nに対しmn,k := inf{f(x) | (k−1)/2n ≤ x ≤ k/2n}, Mn,k := sup{f(x) | (k−1)/2n ≤ x ≤ k/2n}
とおき，また n ≥ 1に対し

Ln :=
2n∪

k=1

[k − 1

2n
,

k

2n

]
× [0,mn,k], L :=

∪
n≥1

Ln,

Un :=
2n∪

k=1

[k − 1

2n
,

k

2n

]
× [0,Mn,k], U :=

∩
n≥1

Un

とおく．L,U ∈ B(R2)であり，また明らかに任意の n ≥ 1に対しLn ⊂ Ln+1 ⊂ Gf ⊂ Un+1 ⊂ Un

であるので，L ⊂ Gf ⊂ U．さらに

m2(Ln) =
2n∑

k=1

mn,k ·
1

2n
,

m2(Un) =
2n∑

k=1

Mn,k ·
1

2n

であり，これらは区間 [0, 1]の分割 0 = 0/2n < 1/2n < 2/2n < · · · < 2n/2n = 1 に対す
る f の下方および上方 Riemann和であるから，f の Riemann可積分性から limn→∞ m2(Ln) =

limn→∞ m2(Un) =
∫ 1

0
f(x)dx．任意の n ≥ 1に対しm2(Ln) ≤ m2(L) ≤ m2(U) ≤ m2(Un) であ

るから n → ∞としてm2(L) = m2(U) =
∫ 1

0
f(x)dxを得る．するとm2(U) < ∞，L ⊂ U より

m2(U \ L) = 0．よってL,U ∈ B(R2), L ⊂ Gf ⊂ U , m2(U \ L) = 0がわかったので，Gf ∈ L2で
ありm2(Gf ) = m2(L) =

∫ 1

0
f(x)dx.

注意.上記の解答のように L, U を作ると L = U = Gf である，と主張している者が数名いたが，

1. f が（Riemann可積分であっても）連続でなければ正しくない．（反例：f : [0, 1] → Rを，
f(1) := 0，また x ∈ [0, 1)に対し f(x) := xと定めると，U は {1} × (0, 1]を含むがこれは
Gf には含まれない．L = Gf に対する反例は次を参照のこと．）だから上記の解答のよう
に，m2での測度が等しいBorel集合でGf を上下から挟むという手続きを踏む必要がある．

2. f が連続であってもL = Gf は多くの場合正しくない（反例：f(x) = xとすると，x ∈ [0, 1]

が x = k/2n, n ≥ 1, 0 ≤ k ≤ 2nと表せる有理数でなければ (x, f(x)) ̸∈ L．よってL $ Gf．）

3. f が連続なら U = Gf は証明できるので，(1)においてはこれを用いると容易にm2(Gf ) =∫ 1

0
f(x)dxを示すことができる．しかしこの事実を使う場合答案の中でその証明を（簡単
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にでいいから）述べる必要がある．（そもそも証明抜きで正しいと決めつけるから上の 1.や
2.のような間違いが起こる．）
証明は例えば次のようにする：(x, y) ∈ R2\Gfとするとき，x < 0またはx > 1または y < 0

なら (x, y) ̸∈ U . x ∈ [0, 1], y ≥ 0のときは (x, y) ̸∈ Gf より y > f(x)．M := (y + f(x))/2

とおくとM > f(x)であり，f は xにおいて連続なので δ > 0を z ∈ [0, 1], |z − x| ≤ δなら
f(z) ≤ Mとなるように選ぶことができる．するとn ≥ 1が 2−n ≤ δを満たせば (x, y) ̸∈ Un，
よって (x, y) ̸∈ U．したがってR2 \ Gf ⊂ R2 \ U なので U ⊂ Gf．

解答 6.2. まず，問題では f は [0,∞)値であると仮定しているが，R値としてもまったく同様
の証明により同様の主張が成り立つことを注意しておこう．以下 f はR値であるものとして解
答例を示す（が，解答自体に変更はない）．
講義中の定理 1.4.3の諸条件がX = R, A = R, ν = hとした場合に成立することを示そう．h

は単調非減少（つまり a, b ∈ R, a < bなら h(a) ≤ h(b)）なので h : R → [0,∞)である．講義で
も扱われたようにRは乗法族であり，明らかに (CM4)が成り立つ．

(CM1)：a, b ∈ R, a > bとすると ∅ = [a, b] ∈ Rであり hの定義により h(∅) = 0.
(CM3)：A,B ∈ Rとする．A∩B = ∅であれば，A∩Bc = Aなのでh(A) = h(A∩B)+h(A)と

なり，A,Bは (CM3)に述べられた性質を持つ．そこでA∩B ̸= ∅とする．A∩B ∈ R, A∩B ⊂ A

に注意すると．A = [a, b], A ∩ B = [c, d], a ≤ c ≤ d ≤ bと表すことができる．このとき
A ∩ Bc ⊂ [a, c] ∪ [d, b]であり，

h(A) = f(b) − f(a) = (f(d) − f(c)) +
(
(f(c) − f(a)) + (f(b) − f(d))

)
= h(A ∩ B) +

(
h([a, c]) + h([d, b])

)
.

したがってA,Bは (CM3)に述べられた性質を持つ．
(CM2)：補題 1.5.3の条件 (a)-1, (a)-2, (b), (c)がX = R, O = Rの通常の位相，A = A′ = Rと

今の hに対して成り立つことを示せばよい．(a)-2と (b)は明らかであり，(a)-1は f の連続性か
ら従う．(c)，すなわち

n ≥ 1, A,A1, A2, . . . , An ∈ R, A ⊂
n∪

i=1

Ai =⇒ h(A) ≤
n∑

i=1

h(Ai) (6.1)

を nについての数学的帰納法で示そう．f は単調非減少だから n = 1のとき (6.1)は明らかであ
る．n ≥ 2とし，n − 1のときの (6.1)の成立を仮定しよう．A,A1, A2, . . . , An ∈ Rを (6.1)の通
りとする．A = ∅なら結論の不等式は明らかだからA ̸= ∅としてよく，Rは乗法族なのでAiの
代わりに A ∩ Aiを考えることで A = ∪n

i=1Aiとしてよい．また An = ∅なら帰納法の仮定より
即座に h(A) ≤

∑n
i=1 h(Ai)がわかるので，An ̸= ∅としてよく，さらにAn = Aの場合も主張は

明らかだからAn $ Aとしてよい．このとき ∅ ̸= An $ Aだから，AはA = [a, b], a < bと表さ
れ，かつA \ AnはRの閉集合ではない．A \ An = ∪n−1

i=1 Ai \ Anだから，ある i ≤ n − 1に対し
Ai \ An ̸= Ai，すなわちAi ∩ An ̸= ∅となる．i = n − 1としてよい．このとき j < n − 1に対し
てBj := Aj，またBn−1 := An−1 ∪ An とおくとき，{Bj}n−1

j=1 ⊂ R, A =
∪n−1

j=1 Bjとなるので帰納
法の仮定により h(A) ≤

∑n−1
j=1 h(Bj) =

∑
j<n−1 h(Aj) + h(Bn−1). h(Bn−1)については直接調べる
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ことにより容易に h(Bn−1) ≤ h(An−1) + h(An)であることがわかるので，これより先の不等式と
合わせて h(A) ≤

∑n
i=1 h(Ai)を得る．以上で (6.1)が示され，(CM2)が示せた．

演習 3.3により σ(R) = B(R) であることに注意すると，以上から講義中の定理 1.4.3により
B(R)上の測度 µ0で µ0|R = hとなるものが唯一つ存在する．(R,B(R), µ0)の完備化（Lebesgue
拡大）を (R,M, µ)とすればこの µが題意の性質を満たす測度である．µの一意性は，定理 1.4.3
よりその B(R)への制限が必ず µ0になることと系 1.3.5からわかる．

解答 6.3. 次の距離の公理を確かめればよい。(1) d(a, b) ≥ 0. また d(a, b) = 0 ⇒ a = b. (2)任意
の a, b ∈ Σに対して d(a, b) = d(b, a). (3)任意の a, b, c ∈ Σに対して d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c, b).
これらは dの定義からすぐに示せる。

無限直積の位相と同じ位相であること
{0, 1}に対して距離をd0(x, y) = |x−y|, x, y ∈ {0, 1}と定義すると、この距離から定まる{0, 1}

上の位相と離散位相は一致する。x ∈ {0, 1}に対してB0(x, ϵ) = {y ∈ {0, 1}; d0(x, y) < ϵ}, a ∈ Σ

に対して B(a, ϵ) = {b ∈ Σ; d(a, b) < ϵ}と定義する。このときΣ上の直積位相Oに対して、その
基本近傍系は

B0(a1, ϵ1) × · · · × B0(ak, ϵk) × {0, 1}N\{1,··· ,k}

と書ける。ϵ = min{ϵ1, · · · , ϵk}とすると、

B(a, ϵ/2k) ⊂ B0(a1, ϵ1) × · · · × B0(ak, ϵk) × {0, 1}N\{1,··· ,k}.

これより dから定まるΣの位相をOdとするとO ⊂ Od.また ϵ > 0に対して,
∑∞

i=k+1 2i < ϵ/2と
なるような自然数 kをとる。このとき

B0(a1, ϵ/2) × · · · × B0(ak, ϵ/2) × {0, 1}N\{1,··· ,k} ⊂ B(a, ϵ)

となるのでOd ⊂ Oがわかる。

解答 6.4. Σ := {i1i2 · · · |in ∈ {0, 1}, n = 1, 2, · · · }とし，Σ上の Bernoulli測度を P であらわす
ことにする．An := {i1i2 · · · ∈ Σ|in = 0}とすると，AnはBernoulli可測となることに注意してお
く．
(1) “いつかは表が出る”という事象をAで表すと，A =

∪
n≥1 Anであり，各AnはBernoulli可

測だから，“いつかは表が出る”という事象も Bernoulli可測である．

P (A) = 1 − P (Ac) = 1 − P (∩n≥1A
c
n)

= 1 − lim
N→∞

P (∩N
n=1A

c
n)

= 1 − lim
N→∞

pN
1

= 1

(2) “表が無限回出る”という事象をBであらわすと，

B =
∩
N≥1

∪
n≥N

An
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であり，右辺がBernoulli可測であるから，“表が無限回出る”という事象もBernoulli可測である．

P (B) = lim
N→∞

P (
∪

n≥N

An)

である．ここで，任意にM ≥ N をとると，

P (
∪

n≥N

An) = 1 − P (
∞∩

n=N

Ac
n)

≥ 1 − P (
M∩

n=N

Ac
n)

= 1 − pM−N−1
1

となるが，M ≥ N は任意だったのでM → ∞とすれば，P (∪n≥NAn) = 1をえる．ゆえに
P (B) = 1．
(3) “n回目で表，n + 1回目で裏，n + 2回目で表がでる”，“n回目で表，n + 1回目で裏，n + 2

回目で表となる nが無限個ある”という事象をそれぞれCn, Cであらわす．

Cn = An ∩ Ac
n+1 ∩ An+2

より，Cnは可測．
C =

∩
N≥1

∪
n≥N

Cn

なので，Cも可測．
P (C) = P (

∩
N≥1

∪
n≥N

Cn) = lim
N→∞

P (
∪

n≥N

Cn)

なので，P (
∪

n≥N Cn) = 1を示せば十分であるが，

P (
∪

n≥N

Cn) ≥ P (
∞∪

m=0

CN+3m)

であり，右辺は (2)と同様にすれば 1になることがわかるので，結局 P (C) = 1が成り立つ．
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