
解析学Ｉ演習 7解答

解答 7.1.
(1) f =

∑m
i=1 aiχAi

, ai ∈ R, Ai ∈ Mおよび g =
∑n

j=1 bjχBj
, bj ∈ R, Bj ∈ Mとおく．この

とき

fg =

(
m∑

i=1

aiχAi

)
·

n∑
j=1

bjχBj

=
m∑

i=1

n∑
j=1

aibjχAi∩Bj

である．全ての (i, j)に対してAi ∩ Bj ∈ Mだから fgは単函数．
(2) さらに，f が µ-有限であれば µ(Ai) < ∞, 1 ≤ ∀i ≤ mゆえ，µ(Ai ∩ Bj) ≤ µ(Ai) < ∞が
成り立ち，fgも µ-有限．

解答 7.2. いま f−1({∞}) = f−1({−∞}) = ∅であるから，

B(R) ⊆ N := {A | A ⊆ R, f−1(A) ∈ B(X,O)}

を示せばよい．f の連続性により，Rの任意の開集合Aに対して f−1(A) ∈ O,よって f−1(A) ∈
B(X,O),すなわちA ∈ N が成り立つ．演習 5.1(1)によりN は σ-加法族であるから，B(R) ⊆ N
となり，f は B(X,O)-可測である．

解答 7.3. 問題の要求は「Lebesgue可測（L1-可測）であることを示せ」だが，実際には本問の
仮定を満たす関数は Borel可測（B(R)-可測）になっている．そこで以下の解答例では Borel可
測性を示す．（B(R) ⊂ L1だから，Borel可測性は Lebesgue可測性より強い性質である．）
(1) f は単調非減少であるから，任意の実数 aに対して b := inf{x| a < f(x)}とおけば，

f−1((a,∞]) = (b,∞]または [b,∞]

となり，どちらにしても B(R)に属する．よって f は Borel可測．
(2) fの不連続点をDとすれば，これは高々可算なのでD ∈ B(R)．(さらにDの任意の部分集合
もB(R)に属する．)よってC := R\D ∈ B(R)であり，f |C : C → Rは連続である（CはRからの
相対位相で位相空間とみる）ので，あるRの開集合Uaが存在して f−1((a,∞)) = C∩Ua ∈ B(R)．
よってR全体では

f−1((a,∞)) = (C ∩ Ua) ∪ {x|x ∈ D, f(x) > a} ∈ B(R).

ゆえに f は Borel可測．

注意. • (1)において，「単調非減少関数は有界区間上では Riemann可積分だから，有界区間への
制限は Lebesgue可測，よって全体でも Lebesgue可測」という議論をしようとしている者が少数
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いた．間違いではないのだが，Riemann可積分関数はBorel可測とは限らないので，この議論で
は Lebesgue可測であることしか言えない．したがって本問の解答してはあまり好ましくない．

• (2)において，f の不連続点の全体Dやその像 f(D)が集積点を持つか持たないかといったこ
とを元にして議論をしようと試みている者が少数いたが，Dや f(D)は「位相的には非常に大き
い」集合になっていることがあり得るため，そのような解答は望み薄である．実際，Dや f(D)

は次に示すようにRで稠密になることすらあり得る：
有理数の全体QをQ = {an}n∈Nと数列の形に並べ，f : R → Rを次で定める：

f(x) :=

{
x x ∈ R \ Q,

an + 1/n x = an.

このとき f の不連続点の全体はQに一致し，かつ f(Q)はRで稠密であることが容易にわかる．

解答 7.4. A = {x | x ∈ X,ある a ∈ Rに対して n → ∞で fn(x) → a}とおく．x ∈ Aとなるた
めの必要十分条件は数列 {fn(x)}∞n=1が Cauchy列であることである．よってAは

A =
∩
n≥1

∪
p≥1

∩
q≥p

{x | x ∈ X, |fp(x) − fq(x)| < 1/n}

と表される．いま fp (p ∈ N)は可測函数であるから，fp − fq (p, q ∈ N)は可測函数であり，従っ
て {x | x ∈ X, |fp(x) − fq(x)| < 1/n} ∈ M (n, p, q ∈ N)が成り立つ．ゆえにA ∈ Mである．

注意. •題意の集合は

{x ∈ X | {fn(x)}n∈NはRにおいて収束する }

であるが，これを a ∈ Rが固定されたものとして

{x ∈ X | lim
n→∞

fn(x) = a}

と誤解している者がかなりの数いたようである（題意の集合において極限値 a ∈ Rは xごとに
異なっていても構わない）．基本的なことであるが，問題文はよく読み，題意を誤解することの
ないよう注意を払うよう心掛けてほしい．

•題意の集合は
{x ∈ X | lim inf

n→∞
fn(x) = lim sup

n→∞
fn(x) ∈ R} (7.1)

と書くことができるので，lim infn→∞ fn, lim supn→∞ fn のM-可測性を用いて (7.1)を示すこと
もできる．ただしこのとき lim infn→∞ fn, lim supn→∞ fnが±∞になることがあるので，無条件
に lim supn→∞ fn − lim infn→∞ fnを考えたりすることはできないことに注意してほしい．
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