
解析学Ｉ演習 9解答

解答 9.1.
(1) 任意の a ∈ Rに対して f−1((a, +∞)) ∈ P(N),よって f は可測である．
(2) はじめに f : N → R+に対して

∫
N fd# =

∑∞
i=1 f(i)を示す．fn =

∑n
i=1 f(i)1{i}とおくと

{fn}は非負値単函数の単調非減少列であり各点で f に収束するから，∫
N

fd# = lim
n→∞

∫
N

fnd# = lim
n→∞

n∑
i=1

f(i)#({i}) =
∞∑
i=1

f(i)

が成り立つ．従って f : N → Rが可積分 (
∫

N |f |d# < ∞)であるためには
∑∞

i=1 |f(i)| < ∞であ
ることが必要十分である．f を可積分函数であるとする．f±を

f+(i) =

{
f(i) (f(i) ≥ 0)

0 (f(i) < 0)
, f−(i) =

{
0 (f(i) ≥ 0)

−f(i) (f(i) < 0)
,

と定義すると，f±は非負値函数で f = f+ − f−，
∑∞

n=1 f+(i) < ∞，
∑∞

n=1 f−(i) < ∞だから∫
N

fd# =

∫
N

f+d# −
∫

N
f−d# =

∞∑
i=1

f+(i) −
∞∑
i=1

f−(i) =
∞∑
i=1

(f+(i) − f−(i)) =
∞∑
i=1

f(i).

(3) fm, f, g : N → Rを fm(n) = an,m, f(n) = an, g(n) = bnと定義すると，これらは可測函数
である．仮定から任意のm,n ∈ Nに対して |fm(n)| ≤ g(n)を成り立ち，任意の n ∈ Nに対して
limm→∞ fm(n) = f(n)が成り立つ．さらに

∫
N gd# =

∑∞
i=1 bn < ∞,すなわち g は可積分である．

よって Lebesgueの収束定理により f は可積分であり，limm→∞
∫

N fmd# =
∫

N fd#が成り立つ．
すなわち

∑∞
n=1 |an| < ∞であり，limm→∞

∑∞
n=1 an,m =

∑∞
n=1 anが成り立つ．

注意.上記 (3)の解答例のように fm, f, gに対して Lebesgueの収束定理を適用する際，|fm| ≤ g

となる可積分関数 gとしてmに依存しないものをとらなくてはならないことに注意しよう．こ
の点が Lebesgueの収束定理の主張の核心である．Lebesgueの収束定理は測度論では非常に基本
的な汎用定理なので，正しく使いこなせるようによく復習しておいてほしい．

解答 9.2.
(1) 仮定より，µ(N) = 0かつ x ∈ NC ⇒ f(x) = g(x)となる可測集合N が存在する．このと
き任意の実数 aに対して，

g−1((a,∞]) =
(
g−1((a,∞]) ∩ NC

)
∪

(
g−1((a,∞]) ∩ N

)
=

(
f−1((a,∞]) ∩ NC

)
∪

(
g−1((a,∞]) ∩ N

)
が成り立つ．ここで第１項は fの可測性から可測集合であり，第２項は零集合の部分集合である
から完備性より可測．ゆえに gは可測函数である．

注意.「B := {x ∈ X | f(x) ̸= g(x)}とおくと µ(B) = 0だから...」と論じているものが散見され
た．しかし今，gはM-可測とは仮定されておらず，したがってB ∈ MかどうかはBの定義
から直ちにわかることではないため，この記述は適切ではない．
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このBを用いて議論したいなら，B ∈ Mであることを次のような議論で示す必要がある：
「µ-a.e.」の定義からN ∈ MでB ⊂ N かつ µ(N) = 0を満たすものが取れる．したがって µの
完備性からB ∈ M．
このように，gの可測性が仮定されていない本問の状況ではB ∈ Mは µの完備性があって初
めてわかることである．実際には解答例のようにB ⊂ N，µ(N) = 0となるN ∈ Mを用いて議
論することで，B ∈ Mかどうかを論じずに済ますことができる．
(2) 反例を挙げる．X = {0, 1, 2}とし，A = {0}とおく．M = {∅, A,AC , X}は σ-加法族であ
り，測度 µを µ(A) = µ(X) = 1で定義する．このとき，χ{0,1}は可測函数 χAにほとんど至ると
ころ一致するが，明らかに非可測である．
(R,B(R),m)の場合の反例（余裕のある方だけ読んで下さい）
ある Borel零集合N に対してA ⊂ N となるような Borel非可測集合Aを構成する．（χAが反例．）その

ために次の函数を用意する．まず x ∈ (0, 1)を 2進小数展開，つまり x = 0.a1a2...an..., (an = 0 or 1)と
する．（但し有限小数表示 0.a1...anが可能なものは無限小数表示 0.a1...an−10111...する．）そして函数ϕを
ϕ(x) =

∑∞
n=1 2an/3nで定義する．ϕは単調増加であり，Lebesgue可測．また ϕ((0, 1))は Cantor集合に

含まれることに注意する．
L ⊂ (0, 1)となる Lebesgue非可測集合に対してA = ϕ(L)を考えれば，Aは Borel非可測である．なぜ

なら，Aが Borel可測ならば ϕ−1(A) = L(∵ ϕは単射)は Lebesgue可測になる必要があるが，それは Lの
取り方に矛盾する．Aは Cantor集合に含まれ，Cantor集合は測度 0の Borel集合なので，目的の集合が得
られたことになる．（Aは Borel非可測な Lebesgue可測集合の例になっている．Lの構成は，伊藤清三著 “

ルベーグ積分入門”などを参照．）

解答 9.3. 仮定よりµ-a.e.x ∈ Xで limn→∞ fn(x) = f(x)であるから，limn→∞(fn(x)−f(x))− = 0

µ-a.e. x ∈ X．また，fn, fが非負であることに注意すれば，(fn−f)− ≤ fである．従って，Lebesgue
の収束定理より limn→∞

∫
X
(fn − f)− dµ = 0が成り立つ．また，∫

X

(fn − f)+ dµ =

∫
X

(fn − f) dµ +

∫
X

(fn − f)− dµ

であり，仮定により (右辺第 1項)→ 0 (n → ∞)が成り立つので，先に示したこととあわせて
limn→∞

∫
X
(fn − f)+ dµ = 0を得る．以上をあわせて，結論を得る．

解答 9.4. An,ϵ := {x ∈ X| |fn(x) − f(x)| ≥ ϵ}とおく．
(1) C := {x ∈ X| limℓ→∞ fn(x) = f(x)}cとおき，任意に ϵ > 0を固定する．∩n≥1∪m≥nAm,ϵ ⊂ C

であるから，µ(X) < ∞とµ(C) = 0の仮定より 0 = µ(∩n≥1 ∪m≥n Am,ϵ) = limn→∞ µ(∪m≥nAm,ϵ)．
An,ϵ ⊂ ∪m≥nAm,ϵより 0 ≤ µ(An,ϵ) ≤ µ(∪m≥nAm,ϵ)だから，n → ∞として limn→∞ µ(An,ϵ) = 0．
（別解）µ-a.e. x ∈ Xに対し limn→∞ fn(x) = f(x)であるから，特に limn→∞ χAn,ϵ = 0 µ-a.e.であ
る．各 n ≥ 1に対し 0 ≤ χAn,ϵ ≤ 1であり，

∫
X

1dµ = µ(X) < ∞であるから Lebesgueの収束定
理により µ(An,ϵ) =

∫
X

χAn,ϵdµは n → ∞のとき 0に収束する．これが示すべきことであった．
(2) fnがfに確率収束するので，任意の δ, ϵ > 0に対し，N = N(δ, ϵ) ∈ Nが存在して，n ≥ Nな
らばµ(An,ϵ) < δとなる．{ni}i≥0をn0 := N(1, 1)，ni := max{ni−1+1, N(2−i, 2−i)}で帰納的に定
義すれば，任意の iに対して µ(Ani,2−i) < 2−iなので

∑∞
n=0 µ(Ani,2−i) ≤ 1 +

∑∞
i=1 2−i < ∞．した

がって，Borel-Cantelliの補題により µ(∩i≥0 ∪j≥i Anj ,2−j) = 0. {x ∈ X| limi→∞ fni
(x) = f(x)}c ⊂

∩i≥0 ∪j≥i Anj ,2−j より，結論を得る．
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