
解析学 II演習 2解答

解答 2.1. 　
(i) ∥ · ∥1がRnの normであること：
∀λ ∈ R, ∀x = (x1, x2, · · · , xn)

T , y = (y1, y2, · · · , yn)T ∈ Rnに対し，

∥x∥1 =
n∑

i=1

|xi| ≥ 0, 等号成立は∀
iに対し |xi| ≤

n∑
i=1

|xi| = 0 ∴ x = 0,

∥λx∥1 =
n∑

i=1

|λxi| = |λ|
n∑

i=1

|xi| = |λ| · ∥x∥1,

∥x+ y∥1 =
n∑

i=1

|xi + yi| ≤
n∑

i=1

(|xi|+ |yi|) ≤
n∑

i=1

|xi|+
n∑

i=1

|yi| = ∥x∥1 + ∥y∥1.

そして，x = 0 ⇒ ∥x∥1 = 0は明らか。以上から，示された。

(ii) ∥ · ∥2がRnの normであること：
∀λ ∈ R, ∀x = (x1, x2, · · · , xn)

T , y = (y1, y2, · · · , yn)T ∈ Rnに対し，

∥x∥2 =

√√√√ n∑
i=1

(xi)2 ≥ 0, 等号成立は∀
iに対し |xi| ≤

√√√√ n∑
i=1

(xi)2 = 0 ∴ x = 0,

∥λx∥2 =

√√√√ n∑
i=1

(λxi)2 =

√√√√λ2 ·
n∑

i=1

(xi)2 = |λ| · ∥x∥2,

∥x+ y∥2 =

√√√√ n∑
i=1

(xi + yi)2 =

√√√√ n∑
i=1

(xi)2 +
n∑

i=1

(yi)2 + 2
n∑

i=1

xiyi (1)

≤

√√√√√ n∑
i=1

(xi)2 +
n∑

i=1

(yi)2 + 2

√√√√ n∑
i=1

(xi)2 ·

√√√√ n∑
i=1

(yi)2 (2)

=

√√√√√
√√√√ n∑

i=1

(xi)2 +

√√√√ n∑
i=1

(yi)2

2

= ∥x∥2 + ∥y∥2.

ここで，(1)式から (2)式への変形には，Schwartzの不等式

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ n∑

i=1

(xi)2 ·

√√√√ n∑
i=1

(yi)2を

用いた。そして，x = 0 ⇒ ∥x∥2 = 0は明らか。以上から，示された。

(iii) ∥ · ∥∞がRnの normであること：
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∀λ ∈ R, ∀x = (x1, x2, · · · , xn)
T , y = (y1, y2, · · · , yn)T ∈ Rnに対し，

∥x∥∞ = max
i=1,...,n

|xi| ≥ 0, 等号成立は∀
iに対し |xi| ≤ max

i=1,...,n
|xi| = 0 ∴ x = 0,

∥λx∥∞ = max
i=1,...,n

|λxi| = |λ| · max
i=1,...,n

|xi| = |λ| · ∥x∥∞,

∥x+ y∥∞ = max
i=1,...,n

|xi + yi| ≤ max
i=1,...,n

(|xi|+ |yi|) ≤ max
i=1,...,n

|xi|+ max
i=1,...,n

|yi| = ∥x∥∞ + ∥y∥∞.

そして， x = 0 ⇒ ∥x∥∞ = 0は明らか。以上から，示された。

最後に不等式を示す。

∥x∥∞ = max
i=1,...,n

|xi| =
√

max
i=1,...,n

(xi)2

≤

√√√√ n∑
i=1

(xi)2 = ∥x∥2

≤

√√√√ n∑
i=1

(xi)2 +
∑
i̸=j

|xi| · |xj|

=

√√√√( n∑
i=1

|xi|

)2

=
n∑

i=1

|xi| = ∥x∥1

≤ n · max
i=1,...,n

|xi| = n∥x∥∞.

解答 2.2.
(1) {fn}n≥1 は C([0, 1])における Cauchy列であるから，任意の ϵに対して，ある N ∈ Nが存
在して，任意のm,n ∈ Nに対して，m,n ≥ N ならば

∥fn − fm∥∞ < ϵ/2

が成り立つ．従って，任意の x ∈ [0, 1]に対して，m,n ≥ N ならば

|fn(x)− fm(x)| ≤ ∥fn − fm∥∞ < ϵ/2 (3)

であるから，{fn(x)}n≥1 は実数列として Cauchy列である．
(2) 単に (3)においてm → ∞とするだけであるが，念のため ϵ−N を用いて示す．
最初に，N は x ∈ [0, 1] に依らないことに注意する．任意の x ∈ [0, 1] を取ると，f(x) =

limn→∞ fn(x)であるから，あるM = M(x) ≥ N が存在して

|fM(x)− f(x)| < ϵ/4. (4)

(3),(4)より，n ≥ N なる任意の n ∈ N及び任意の x ∈ [0, 1]に対して

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x)− fM(x)|+ |fM(x)− f(x)| < ϵ/2 + ϵ/4 = 3ϵ/4.
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従って，n ≥ N ならば
∥fn − f∥∞ ≤ 3ϵ/4 < ϵ. (5)

が成り立つ．
(3) 任意の n ∈ N及び任意の x, y ∈ [0, 1]に対して，三角不等式より

|f(x)−f(y)| ≤ |f(x)−fn(x)|+|fn(x)−fn(y)|+|fn(y)−f(y)| ≤ |fn(x)−fn(y)|+2 ∥f − fn∥∞ . (6)

(4) x ∈ [0, 1]とし，任意の ϵ > 0を取る．(5)より，ある N ∈ Nが存在して

∥f − fN∥∞ < ϵ/3 (7)

が成り立つ．また，fN ∈ C([0, 1])であるから，ある δ > 0が存在して，|x− y| < δ となる任意
の y ∈ [0, 1]に対して

|fN(x)− fN(y)| < ϵ/3. (8)

(6), (7)及び (8)より |x− y| < δとなる任意の y ∈ [0, 1]に対して

|f(x)− f(y)| ≤ ϵ

が成り立つので，f ∈ C([0, 1])である．また，(5)より

lim
n→∞

∥fn − f∥∞ = 0.

解答 2.3. |x| = ||x||2 であることに注意。

||x|| ≤
n∑

i=1

|xi|||ei|| ≤
(
max

i=1,...,n
||ei||

)
||x||1

演習 2.1の (1)より ||x|| ≤ c|x|. いま supx̸=0 |x|/||x|| = +∞とすると、ある {xn}n≥1 があって、
|xn|/||xn|| → ∞ as n → ∞. ここで yn = xn/|xn|とすると、|yn| = 1かつ ||yn|| → 0 as n → ∞. こ
こで {x||x| = 1}はコンパクトなので {yn}n≥1の部分列 {zm}n≥1で,ある |z| = 1に対して zm → z

as m → ∞かつ ||zn|| → 0 as n → ∞となるものがある。ここで、

0 ≤ ||z|| ≤ ||z − zm||+ ||zm|| ≤ c|z − zm|+ ||zm||

m → ∞で上の式の右辺は 0に収束するので ||z|| = 0. z ̸= 0なので矛盾。よって supx ̸=0 |x|/||x|| <
+∞.

問題
(X, ∥·∥)を Banach空間とし，B := {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1}とする．このとき，B がコンパクトであ
ることと X が有限次元であることは同値であることを示せ．
解答
X が有限次元であれば，B は有界閉集合であるからコンパクトである．逆を示すために，次の
ことに注意する．
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命題 1. X の任意の有限次元部分空間M も Banach空間である．

命題 2. M をX の閉部分空間で，M ̸= X とする．このとき，任意の ϵ > 0に対して，ある xϵ ∈ B

が存在して，
dist(xϵ,M) > 1− ϵ

を満たす．

命題の証明は後に回すことにして，先に問題の解答を与える．
X が無限次元のとき，Bはコンパクトでないことを示す．x1 ∈ B\{0}を取り，M1 = span{x1}

とおく．命題 1によりM1はX の閉部分空間であり，命題 2により x2 ∈ Bを dist(x2,M1) > 1/2

となるように取ることが出来る．M2 = span{x1, x2}とおけば，命題 1によりM2はX の閉部分
空間であり，命題 2により x3 ∈ Bを dist(x3,M2) > 1/2となるように取ることが出来る．以下同
様にして x1, x2, · · · ∈ B を取ることが出来る．k ̸= k′ のとき ∥xk − xk′∥ > 1/2なので，{xk}k∈N
は収束する部分列を含まない．従って，B はコンパクトでない．
命題 1を示す．簡単のため，X は実ベクトル空間とする．X の有限次元部分空間M が閉部分

空間であることを示せば良い．即ち，{xn}n∈N ⊂ M , xn → x0 in X のとき x0 ∈ M であることを
示せば良い．M は有限次元であるからm := dimM < ∞であり，M の基底 {ek}k=1,...,mが存在
する．このとき，各 x ∈ M に対して

x =
m∑
k=1

xkek

となる {xk}k=1,...,m ⊂ Rが一意に存在する．

∥x∥1 =
m∑
k=1

|xk|

と定めると，∥·∥1はM 上のノルムであり，有限次元ノルム空間におけるノルムは全て同値であ
るから，ある C > 0が存在して，任意の x ∈ M に対して

1

C
∥x∥1 ≤ ∥x∥ ≤ C ∥x∥1 (9)

が成り立つ．xn ∈ M なので，

xn =
m∑
k=1

xk
nek

となるような {xk
n}k=1,...,m ⊂ Rが (xn に対して一意に)定まり，(9)より

|xk
n − xk

n′| ≤ ∥xn − xn′∥1 ≤ C ∥xn − xn′∥ → 0, n, n′ → ∞.

即ち，各 k ∈ {1, . . . ,m}に対して，{xk
n}n∈N は実数上の Cauchy列であり収束する．{xk

n}n∈N の
極限を xk

0 と書き，

x′
0 :=

m∑
k=1

xk
0ek
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と置けば，(9)より

∥xn − x′
0∥ ≤ C ∥xn − x′

0∥1 = C

m∑
k=1

|xk
n − xk

0| → 0, n → ∞.

即ち，xn → x′
0 in X であるが，極限の一意性から x0 = x′

0 ∈ M であり，M は閉部分空間である．
命題 2を示す．M ̸= X より，x ∈ X\M となる x が存在する．α = dist(x,M) と置くと，

M は閉なので α > 0 である．α = infy∈M ∥x− y∥ なので，∥xn − x∥ → α を満たすような列
{xn}n∈N ⊂ M が存在する．yn = (x− xn)/ ∥x− xn∥とおくと，∥yn∥ = 1. 任意の y ∈ M に対し
て，xn + ∥x− xn∥ y ∈ M なので，αの定義より

∥yn − y∥ =
1

∥x− xn∥
∥x− (xn + ∥x− xn∥ y)∥ ≥ α

∥x− xn∥
.

従って，y ∈ M について下限を取れば，

dist(yn,M) ≥ α

∥x− xn∥
→ 1, n → ∞.

また，∥yn∥ = 1なので，ϵ > 0に対して nを十分大きく取れば，dist(yn,M) > 1− ϵが成り立つ．
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