
解析学 II演習 4解答

解答 4.1. ∩
p∈[1,∞]

Lp(X,µ) = L1(X,µ) ∩ L∞(X,µ)

を示せばよい．
∩

p∈[1,∞] L
p(X,µ) ⊂ L1(X,µ) ∩ L∞(X,µ)は明らかなので，

∩
p∈[1,∞] L

p(X,µ) ⊃
L1(X,µ) ∩ L∞(X,µ)を示す．f ∈ L1(X,µ) ∩ L∞(X,µ)とし，p ∈ (0,∞)とすると，∫

X

|f(x)|p dµ =

∫
x

|f(x)| |f(x)|p−1 dµ ≤ ∥f∥p−1
L∞

∫
X

|f(x)| dµ ≤ ∥f∥p−1
L∞ ∥f∥L1

が成立するので，f ∈ Lp(X,µ)となる．よって，Lp(X,µ) ⊃ L1(X,µ) ∩ L∞(X,µ)であるが，こ
こで p ∈ (0,∞)は任意なので，

∩
p∈[1,∞] L

p(X,µ) ⊃ L1(X,µ) ∩ L∞(X,µ)である．

解答 4.2.
∩

r∈[p,q] L
r(X,µ) ⊂ Lp(X,µ)∩Lq(X,µ)は明らかなので，

∩
r∈[p,q] L

r(X,µ) ⊃ Lp(X,µ)∩
Lq(X,µ)を示す．f ∈ Lp(X,µ) ∩ Lq(X,µ)とし，r ∈ (p, q)とする．
r = pθ + q(1 − θ)となる θ ∈ (0, 1)をとり， 1

α
= θ, 1

β
= 1 − θとなる α, βをとる．このとき，

r1 =
p
α
, r2 =

q
β
とするとHölderの不等式により，

∥|f |r∥L1 ≤ ∥|f |r1∥Lα ∥|f |r2∥Lβ

ここで，

∥|f |r∥L1 =

∫
X

|f(x)|r dµ = ∥f∥rLr

∥|f |r1∥Lα =

[{∫
X

|f(x)|αr1 dµ
} 1

αr1

]r1

= ∥f∥r1Lαr1

∥|f |r2∥Lβ =

[{∫
X

|f(x)|βr2 dµ
} 1

βr2

]r2

= ∥f∥r2
Lβr2

であるから，
∥f∥rLr ≤ ∥f∥r1Lp ∥f∥r2Lq < ∞

となり，f ∈ Lr(X,µ)が従う．よって，Lr(X,µ) ⊃ Lp(X,µ)∩Lq(X,µ)であるが，ここで r ∈ (p, q)

は任意なので，
∩

r∈[p,q] L
r(X,µ) ⊃ Lp(X,µ) ∩ Lq(X,µ)である．

解答 4.3.

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = (x+ y, x+ y) + (x− y, x− y)

= (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) + (x, x)− (x, y)− (y, x) + (y, y)

= 2 ∥x∥2 + 2 ∥y∥2 .
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解答 4.4.
V × V からRへの写像 (·, ·) : V × V → Rを

(x, y) =
1

4
(∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2) (x, y ∈ V )

で定める。これが内積であることを示す。以下，x, y, z ∈ V とする。

ノルムとの一致 (x, x) =
1

4
(∥x+ x∥2 − ∥x− x∥2) = 1

4
∥2x∥2 = ∥x∥2.

これより，(x, x) ≥ 0，(x, x) = 0 ⇔ ∥x∥2 = 0 ⇔ x = 0が示される。

対称性

(y, x) =
1

4
(∥y + x∥2 − ∥y − x∥2) =

1

4
(∥x+ y∥2 − ∥ − (x− y)∥2)

=
1

4
(∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2) = (x, y).

線型性

(x, z) + (y, z) =
1

4
(∥x+ z∥2 − ∥x− z∥2 + ∥y + z∥2 − ∥y − z∥2)

=
1

4
{∥x+ z∥2 + ∥y + z∥2 − (∥x− z∥2 + ∥y − z∥2)}

=
1

4

{
1

2
(∥(x+ z) + (y + z)∥2 + ∥(x+ z)− (y + z)∥2

−1

2
(∥(x− z) + (y − z)∥2 + ∥(x− z)− (y − z)∥2

}
=

1

8
(∥x+ y + 2z∥2 − ∥x+ y − 2z∥2).

ここで，次の 2式{
∥(x+ y + z) + z∥2 + ∥(x+ y + z)− z∥2 = 2∥x+ y + z∥2 + 2∥z∥2,
∥(x+ y − z) + z∥2 + ∥(x+ y − z)− z∥2 = 2∥x+ y − z∥2 + 2∥z∥2

の上の式から下の式を引くと，

∥x+ y + 2z∥2 − ∥x+ y − 2z∥2 = 2(∥x+ y + z∥2 − ∥x+ y − z∥2)

が示される。よって，

(x, z) + (y, z) =
1

8
· 2(∥x+ y + z∥2 − ∥x+ y − z∥2)

=
1

4
(∥x+ y + z∥2 − ∥x+ y − z∥2) = (x+ y, z).

スカラー倍 (αx, y) = α(x, y) (x, y ∈ V, α ∈ R)　　線型性から，n ∈ Nに対し，
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(nx, y) = (

n 個︷ ︸︸ ︷
x+ · · ·+ x, y) = (x, y) + (

n−1 個︷ ︸︸ ︷
x+ · · ·+ x, y)

= · · · =
n 個︷ ︸︸ ︷

(x, y) + · · ·+ (x, y) = n(x, y)

が成り立ち，一方，

0 = (0, y) = (x+ (−x), y) = (x, y) + (−x, y) ∴ (−x, y) = −(x, y)

が成り立つ。そして，m ∈ Nに対し，

(x, y) =

(
m

(
1

m
x

)
, y

)
= m

(
1

m
x, y

)
∴
(

1

m
x, y

)
=

1

m
(x, y)

が成り立つ。以上から，γ ∈ Qに対し，γ =
n

m
(m,n ∈ Z)と表すことができるので，

(γx, y) =
( n

m
x, y

)
=

(
n

(
1

m
x

)
, y

)
= n

((
1

m
x

)
, y

)
=

n

m
(x, y) = γ(x, y)

が成り立つ。
まず，α ∈ Rに対し，{an}を αに収束する有理数列とするとき，

lim
n→∞

∥anx− αx∥ = lim
n→∞

∥(an − α)x∥ = lim
n→∞

|an − α| · ∥x∥ = 0

であるから，点列 {anx}は αxに収束する。そして，ノルムの満たす三角不等式から，

∥y∥ − ∥anx− αx∥ ≤ ∥anx− αx+ y∥ ≤ ∥anx− αx∥+ ∥y∥.

したがって， lim
n→∞

∥anx− αx+ y∥ = ∥y∥が成り立つ。ゆえに，

α(x, y)− (αx, y) = lim
n→∞

(an(x, y)− (αx, y))

= lim
n→∞

((anx, y)− (αx, y))

= lim
n→∞

(anx− αx, y)

= lim
n→∞

1

4
(∥anx− αx+ y∥2 − ∥anx− αx− y∥2)

=
1

4
(∥y∥2 − ∥y∥2) = 0. ∴ (αx, y) = α(x, y).

以上から，(·, ·)は V 上の内積である。

解答 4.5.

条件から，∀n ∈ Nに対し，∥xn∥ ≥ cで，一方，∀ε > 0に対し，∃N ≤ nならば ∥xn∥ <
√
c2 + ε2

4

が成り立つ。このとき，演習 4.3. (1)と条件より，

∥xn − xm∥2 + 4c2 ≤ ∥xn − xm∥2 + ∥xn + xm∥2

= 2∥xn∥2 + 2∥xm∥2.
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したがって，
0 ≤ ∥xn − xm∥2 ≤ 2{(∥xn∥2 − c2) + (∥xm∥2 − c2)}.

以上から，∀ε > 0に対し，∃N ≤ n,mならば，

∥xn − xm∥2 ≤ 2{(∥xn∥2 − c2) + (∥xm∥2 − c2)} < 2

(
ε2

4
+

ε2

4

)
= ε2,

すなわち，∥xn − xm∥ < ε。ゆえに，{xn}n≥1は V の Cauchy列である。
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