
解析学 II演習 9解答

解答 9.1.
(1) (Ff)(0) =

√
2/πは明らか．ξ ̸= 0のとき，

(Ff)(ξ) =
1√
2π

∫ 1

−1

e−iξxdx =
1√
2π

[
−1

iξ
e−iξx

]1
−1

=
1√
2π

eiξ − e−iξ

iξ
=

√
2

π

sin ξ

ξ

(2)

(Ff)(ξ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−t|x|−iξxdx

=
1√
2π

∫ ∞

0

e−tx−iξxdx+
1√
2π

∫ 0

−∞
etx−iξxdx

=
1√
2π

([
−e−tx−iξx

t+ iξ

]∞
0

+

[
etx−iξx

t− iξ

]0
−∞

)

=
1√
2π

(
1

t+ iξ
+

1

t− iξ

)
=

√
2

π

t

t2 + ξ2

(3)

(Ff)(ξ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
xe−tx2−iξxdx

=
e−ξ2/4t

√
2π

∫ ∞

−∞
xe

−(
√
tx+ iξ

2
√
t
)2
dx

=
e−ξ2/4t

√
2π

1

t

∫ ∞

−∞

(
x′ +

iξ

2
√
t
− iξ

2
√
t

)
e
−(x′+ iξ

2
√
t
)2
dx′ (x′ =

√
tx)

=
e−ξ2/4t

√
2π

1

t

([
−1

2
e
−(x′+ iξ

2
√

t
)2
]∞
−∞

− iξ

2
√
t

∫ ∞

−∞
e
−(x′+ iξ

2
√

t
)2
dx′
)

=
−iξ√
π(2t)3/2

e−
ξ2

4t

∫ ∞

−∞
e
−(x′+ iξ

2
√

t
)2
dx′ =

−iξ

(2t)3/2
e−

ξ2

4t

最後の等号で，任意の実数 aに対して
∫ ∞

−∞
e−(x+ia)2dx =

∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
πが成り立つことを用

いた．(このことは Cauchyの積分定理を用いて容易に示される．e−z2 を以下の経路上で積分し，
R → ∞の極限を考えよ．なお，解析接続を利用した証明もある.)
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解答 9.2.

(Ff ∗)(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

f(−y)e−ix·ydy =
1

(2π)n/2

∫
Rn

f(−y)eix·ydy

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

f(y)e−ix·ydy = (Ff)(x).

解答 9.3.
(1)

fa ∗ fb(x) =
∫
Rn

exp(−a|y|2) exp(−b|x− y|2) dy

=

∫
Rn

exp

(
−(a+ b)

∣∣∣∣y − b

a+ b
x

∣∣∣∣2 − ab

a+ b
|x|2
)

dy.

z = y − b
a+b

xと変数変換すると，

fa ∗ fb(x) = exp(− ab

a+ b
|x|2)

∫
Rn

exp
(
−(a+ b)|z|2

)
dz.∫

Rn

e−α|x|2 dx = (π/α)n/2 (α > 0)を用いれば，

fa ∗ fb(x) =
(

π

a+ b

)n/2

exp

(
− ab

a+ b
|x|2
)
.

(2) (1)の fa(x)を使って kt(x) = (4πt)−n/2f1/(4t)(x)と表せることと (1)より結論が従う．
(3) 微分方程式を満たすこと： 0 < a < b < ∞を満たす a, bを任意に固定する．∀t ∈ (a, b)

と x ∈ Rnに対して∣∣∣∣ ∂∂tf(x− y)kt(y)

∣∣∣∣ = |f(x− y)|
∣∣∣∣ |y|24t2

− n

2t

∣∣∣∣ kt(y) ≤ |f(x− y)|
(
|y|2

4a2
+

n

2a

)
1

(4πa)n/2
exp(−|y|2

4b
).

右辺は tによらない (yに関する)可積分函数ゆえ，(補足の事実から)積分と微分の順序交換が可
能であり

∂t(kt ∗ f) = (∂tkt) ∗ f
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が成り立つ．a, bは任意であったからkt∗fは t > 0でC1級である．xについても同様に∆x(kt∗f) =
(∆xkt) ∗ f が成り立つ．∂tkt −∆xkt = 0より，∂t(kt ∗ f)−∆x(kt ∗ f) = (∂tkt −∆xkt) ∗ f = 0で
あり，問題の方程式を満たす．
∥ut − f∥p → 0 (t → 0)の証明： 以下 C0,+ := {g ∈ C(Rn)| g ≥ 0で台がコンパクト }，Lp :=

Lp(Rn)，Lp
+ := {f ∈ Lp| f ≥ 0}とおく．まず f ∈ Lpに対して縮小性，すなわち ∥kt ∗f∥p ≤ ∥f∥p

が成り立つことを示す．p ∈ (1,∞)のとき，1/p+1/q = 1となる qをとるとHölderの不等式から

|(kt ∗ f)(x)|p ≤
(∫

Rn

|f(y)|kt(x− y)1/pkt(x− y)1/q dy

)p

≤
(∫

Rn

|f(y)|pkt(x− y) dy

)(∫
Rn

kt(x− y) dy

)p/q

=

∫
Rn

|f(y)|pkt(x− y) dy

が成り立つので，Fubiniの定理より∫
Rn

|(kt ∗ f)(x)|p dx ≤
∫
Rn

∫
Rn

|f(y)|pkt(x− y) dy dx

=

∫
Rn

∫
Rn

|f(y)|pkt(x− y) dx dy =

∫
Rn

|f(y)|p dy

が従う．p = 1のときも成り立つことは明らか．
さて，∀f ∈ Lp

+に対して題意が成り立つことを示せばよいが，さらに縮小性より，∀g ∈ C0,+

に対して示せば十分である．なぜなら，C0,+は Lp
+で稠密なので ∀f ∈ Lp

+と ∀ε > 0に対して
∥f − g∥p < εとなる g ∈ C0,+が存在するが，このとき

∥kt ∗ f − f∥p ≤ ∥kt ∗ f − kt ∗ g∥p + ∥kt ∗ g − g∥p + ∥g − f∥p
< 2ε+ ∥kt ∗ g − g∥p

が成り立つからである．
そこで g ∈ C0,+とする．任意の x ∈ Rnに対して

(kt ∗ g)(x) = (π)−n/2

∫
Rn

g(x− 2
√
ty)e−|y|2 dy

であり，|g(x− 2
√
ty)e−|y|2 | ≤ ∥g∥∞e−|y|2が成り立つので，Lebesgueの収束定理より

lim
t→0

(kt ∗ g)(x) = (π)−n/2

∫
Rn

g(x)e−|y|2 dy = g(x),

すなわち各点収束している．また，gと ktは非負値なので Fubiniの定理より∫
Rn

(kt ∗ g)(x) dx =

∫
Rn

g(x) dx (∀t > 0).
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以上より，まず p = 1に対して，(g − kt ∗ g)+(x) ≤ g(x)と Lebesgueの収束定理から

lim
t→0

∥g − kt ∗ g∥1 = lim
t→0

∫
Rn

|g(x)− kt ∗ g(x)|dx

= 2 lim
t→0

∫
Rn

(g(x)− kt ∗ g(x))+dx− lim
t→0

∫
Rn

(g(x)− kt ∗ g(x))dx

= 0

が従う．一般の p ∈ (1,∞)に対しては，rを r > pとなるようにとり，さらにαを p = α+(1−α)r

となるようにとると (このとき 0 < α < 1)，Hölderの不等式から

∥g − kt ∗ g∥pp = ∥|g − kt ∗ g|p∥1
≤ ∥|g − kt ∗ g|α∥1/α · ∥|g − kt ∗ g|(1−α)r∥1/(1−α)

= ∥g − kt ∗ g∥α1∥g − kt ∗ g∥(1−α)r
r

を得るので，L1(Rn)での強連続性と Lr(Rn)での縮小性から結論が従う．
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補足： (2)よりLp上の線型作用素 Ttf := kt ∗ f は半群になることがわかる．(3)の証明中で示
したように，Ttは縮小的であり (従って当然有界でもある)，これと (3)の結論から Ttの強連続性
が従う．

(3)の証明中，Ttf の tに関する微分可能性を示すには次の事実を用いる．
定理 (積分記号下の微分) (X,M, µ)を測度空間とし，−∞ < a < b < ∞とする．f : X×(a, b) →
Rnは ∀t ∈ (a, b)に対して f(·, t) ∈ L1であり，∂f/∂tが存在する (偏微分可能)ものとする．さ
らに ∣∣∣∣∂f∂t (x, t)

∣∣∣∣ ≤ g(x), ∀x, ∀t ∈ (a, b)

を満たす (tに依らない)g ∈ L1が存在するならば，
∫
X
f(x, t)µ(dx)は t ∈ (a, b)で微分可能で

∂

∂t

∫
X

f(x, t)µ(dx) =

∫
X

∂f

∂t
(x, t)µ(dx)

が成り立つ．

Proof. 十分小さい h ̸= 0に対して

1

h

(∫
X

f(x, t+ h)µ(dx)−
∫
X

f(x, t)µ(dx)

)
=

∫
X

1

h

∫ t+h

t

∂f

∂t
(x, s)ds µ(dx)

であり，仮定から ∣∣∣∣1h
∫ t+h

t

∂f

∂t
(x, s)ds

∣∣∣∣ ≤ sup
t∈(a,b)

∣∣∣∣∂f∂t (x, s)
∣∣∣∣ ≤ g(x)

なので，Lebesgueの収束定理から

lim
h→0

1

h

(∫
X

f(x, t+ h)µ(dx)−
∫
X

f(x, t)µ(dx)

)
=

∫
X

∂f

∂t
(x, t)µ(dx). �
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