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Chapter 1

常微分方程式の基礎

§1.1 常微分方程式とは

常微分方程式（ordinary differential equation, ODE）

dx

dt
= f(t, x) 微分方程式

x(0) = x0 初期値

さらに正確には、
U を Rn の開集合、a, b ∈ R, a < b に対して f : (a, b) × U → Rn で

f(t, x) =

f1(t, x1, . . . , xn)
...

fn(t, x1, . . . , xn)


と書けるとする。

定義 1.1.1. a ≤ α < β ≤ b とし、X = (X1, . . . , Xn) : (α, β) → U が微分方
程式

dx

dt
= f(t, x) (1.1.1)

の (α, β) 上の解であるとは、任意の t ∈ (α, β) と任意の i = 1, . . . , n に対し
て Xi(t) は (α, β) 上微分可能であって、

dXi

dt
(t) = fi(t,X1(t), . . . , Xn(t))
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が成り立つことである。t0 ∈ (a, b), α < t0 < β のとき、X : (α, β) → Rn

が微分方程式 (1.1.1) の t = t0 で 初期値 X0 ∈ Rn の解であるとは、X が
(1.1.1) の (α, β) 上の解であり X(t0) = X0 を満たすこと。

a < α < β < b のとき X : [α, β] → U が (1.1.1) の [α, β] 上の解であると
は、(α, β) 上の解であって、α, β においてはそれぞれ

dX

dt+
(α) = f(α,X(α)),

dX

dt−
(β) = f(β,X(β))

が成り立つことである。ただし

dX

dt+
(α) = lim

t↓α

X(t) − X(α)

t − α
は X の α における右微分

dX

dt−
(β) = lim

t↑β

X(t) − X(β)

t − β
は X の β における左微分

f(t, x) が t によらないとき、微分方程式 (1.1.1) は自励系（autonomous
system）であるという。

命題 1.1.2. 微分方程式 (1.1.1) は自励系であるとする。いま X : (a, b) → Rn

が (1.1.1) の (a, b) 上の解ならば、T ∈ R に対して XT (t) = X(t − T ) とお
くと XT は (1.1.1) の (a + T, b + T ) 上の解である。

f(t, x) が　 (a, b) × U 上で連続であるとき、微積分学の基本定理より、
「X(t) が (1.1.1) の t0 で初期値 x0 をとる (a, b) 上の解である。」は
「X(t) : (a, b) → U は連続であり、任意の t ∈ (a, b) に対して、

X(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, X(s))ds

が成り立つ」ことと同値である。この事実は次に述べる解の存在、一意性、
初期値に関する連続性を示すのに重要となる。

記号. x ∈ Rn, r > 0 に対して B(x, r) = {y|y ∈ Rn, |x − y| < r}, B(x, r) =
{y|y ∈ Rn, |x − y| ≤ r} とおく。
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定義 1.1.3. a, b ∈ R, a < b, U を Rn の開集合とする。F : (a, b) × U → Rn

が U に関して compact 一様リプシッツ連続（compact uniformly Lipschitz
continuous）であるとは、任意の閉区間 I ⊆ (a, b) と任意の compact（有界
閉集合） K ⊆ U に対してある L(I,K) > 0 があって 任意の t ∈ I, 任意の
y, z ∈ K に対して

|F (t, y) − F (t, z)| ≤ L(I,K)|y − z|

を満たすこと。

例 1.1.4. F : (a, b) × U → Rn が C1 級なら、U に関して comact 一様リプ
シッツ連続である。

定理 1.1.5. U を Rn の開集合、a, b ∈ R, a < b とし、f : (a, b)×U → Rn は
連続かつ U に関して compact 一様リプシッツ連続とする。いま、a < S ≤
T < b, ϵ > 0, x ∈ U , R > 0 に対して

[S − ϵ, T + ϵ] × B(x, 2R) ⊆ (a, b) × U

が成り立つとする。このとき

L = L([S − ϵ, T + ϵ], B(x, 2R))

M = max{|f(t, y)| : t ∈ [S − ϵ, T + ϵ], y ∈ B(x, 2R)}

とおく。また δ > 0 を

δ ≤ min
{

ϵ,
R√
nM

,
1

2
√

nL

}
(1.1.2)

をみたすように選ぶ。
(1) 解の存在：任意の (t0, y) ∈ [S, T ]×B(x,R) に対して t0 で初期値 y をも
つ微分方程式 (1.1.1) の [t0 − δ, t0 + δ] 上の解 X : [t0 − δ, t0 + δ] → B(x, 2R)
が存在する。
(2) 解の一意性：(t0, y) ∈ [S, T ] × B(x,R) とする。X,Y : [t0 − δ, t0 + δ] →
B(x, 2R) は共に微分方程式 (1.1.1) の t0 での初期値 y の [t0 − δ, t0 + δ] 上の
解とするとき、任意の t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] に対して X(t) = Y (t) が成り立つ。
(3) 解の初期値に関する連続性: (t0, y) ∈ [S, T ]×B(x,R) とする。(1), (2) で
得られた [t0 − δ, t0 + δ] 上の t0 で初期値 y をとる (1.1.1) の解を X(t : t0, y)
とおく。 このとき任意の y, z ∈ B(x,R) に対して

max
|t−t0|≤δ

|X(t : t0, y) − X(t : t0, z)| ≤ 2|y − z|
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補題 1.1.6. a1, a2 ∈ R, a1 < a2 とする。u : [a1, a2] → Rn が [a, b] 上で可積
分であるとき、 ∣∣∣ ∫ a2

a1

u(t)dt
∣∣∣ ≤ √

n

∫ a2

a1

|u(t)|dt

が成り立つ。ただし u(t) =
(
u1(t), . . . , un(t)

)
のとき

∫ a2

a1

u(t)dt =


∫ a2

a1
u1(t)dt
...∫ a2

a1
un(t)dt


とおく。

証明. x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn に対して

|x| =

√√√√ n∑
i=1

(xi)2 ≤
n∑

i=1

|xi| ≤
√

n|x|.

より明らか。

定理 1.1.5 の証明. I = [t0 − δ, t0 + δ] とおく。I ⊆ [S − ϵ, T + ϵ] に注意する。
(1)

U = {X|X : I → B(x, 2R), X は連続 }
X,Y ∈ U に対して

||X − Y || = max
t∈I

|X(t) − Y (t)|

とおく。さらに y ∈ B(x,R) に対して、

Uy = {X|X ∈ U , X(t0) = y}

とおき、X ∈ Uy に対して

Fy(X)(t) = y +

∫ t

t0

f(t, X(t))dt

とおく。このとき、補題 1.1.6 と (1.1.2) より

|Fy(X)(t)| ≤ |y| +

∣∣∣∣∣
∫ t

t0

f(s,X(s))ds

∣∣∣∣∣
≤ |y| +

√
n

∣∣∣∣∣
∫ t

t0

|f(s,X(s))|ds

∣∣∣∣∣ ≤ |y| + δM√
n

≤ 2R
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さらに Fy(X)(t0) = t0 より Fy(X) ∈ Uy.
いま X,Y ∈ Uy とするとき、(1.1.2) と補題 1.1.6 より

|Fy(X)(t) −Fy(Y )(t)| ≤
√

n

∣∣∣∣∣
∫ t

t0

|f(s,X(s)) − f(s, Y (s))|ds

∣∣∣∣∣
≤

√
n

∣∣∣∣∣
∫ t

t0

L|X(s) − Y (s)|ds

∣∣∣∣∣ ≤ √
nδL||X − Y || ≤ 1

2
||X − Y || (1.1.3)

従って

||Fy(X) −Fy(Y )|| ≤ 1

2
||X − Y ||. (1.1.4)

さて、任意の t ∈ I に対して X0(t) = y とする。X0 ∈ Uy である。ここで
k ≥ 1 に対して Xk ∈ U を帰納的に Xk+1 = Fy(Xk) で定義する。このとき、
(1.1.4) より ||Xk+1 − Xk|| ≤ 2−k||X1 − X0||. 各 t ∈ I に対して、k ≥ m ≥ 0
なら

|Xk(t) − Xm(t)| ≤ ||Xk − Xm|| ≤
k−1∑
i=m

||Xi+1 − Xi||

≤
∞∑

i=m

2−i||X1 − X0|| = 2−(m−1)||X1 − X0|| (1.1.5)

従って {Xk(t)}t≥0は Cauchy列となり k → ∞で収束する。X(t) = limk→∞ Xk(t)
とおくとき (1.1.5) で k → ∞ とすると、

|X(t) − Xm(t)| ≤ 2−(m−1)||X1 − X0||

任意の t ∈ [−T, T ] で上の式が成り立つので I 上 Xm は X に m → ∞ で一
様収束する。従って X は連続であり X ∈ Uy.
次に s ∈ I に対して Fk(s) = f(s,Xk(s)), F (s) = f(s,X(s)) と定義す

ると、

|Fk(s) − F (s)| ≤ L|Xk(s) − X(s)| ≤ 2−(k−1)L||X1 − X0||

従って I 上 k → ∞ で Fk は F に一様収束する。ここで、

Xk+1(t) = y +

∫ t

t0

Fk(s)ds
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である。k → ∞ とすれば

X(t) = y +

∫ t

t0

F (s)ds = y +

∫ t

t0

f(s,X(s))ds

従って t ∈ I で X(t) は微分可能であり X ′(t) = f(t,X(t)).
(2) X,Y ∈ Uy であり Fy(X) = X,Fy(Y ) = Y が成り立つ。(1.1.4) より

||X − Y || = ||Fy(X) −Fy(Y )|| ≤ 1

2
||X − Y ||

よって ||X − Y || = 0. すなわち X = Y .
(3) Y (t) = X(t : t0, y), Z(t) = X(t : t0, z) とする。t ∈ I に対して (1.1.2) と
補題 1.1.6 より

|Y (t) − Z(t)| = |Fy(Y )(t) −Fz(Z)(t)|

≤ |y − z| +
√

n
∣∣∣ ∫ t

t0

|f(s, Y (s)) − f(s, Z(s))|ds
∣∣∣

≤ |y − z| +
√

nδL||Y − Z|| ≤ |y − z| + 1

2
||Y − Z||

よって

||Y − Z|| ≤ |y − z| + 1

2
||Y − Z||.

系 1.1.7. U を Rn の開集合、a, b ∈ R, a < b とし、f : (a, b) × U → Rn は
連続かつ U に関して compact 一様リプシッツ連続とする。このとき、
(1) 解の存在： 任意の (t0, x0) ∈ (a, b)×U に対してある δ > 0と (t0−δ, t0+δ)
上で t0 での初期値 x0 をもつ微分方程式 (1.1.1) の解が存在する。
(2) 解の一意性 微分方程式 (1.1.1) の (α1, β1) での解 X(t) と (α1, β2) 上で
の解 Y (t) があって、ある t∗ ∈ (α1, β1) ∩ (α2, β2) で X(t∗) = Y (t∗) ならば、
任意の t ∈ (α1, β1) ∩ (α2, β2) で X(t) = Y (t) が成り立つ。

証明. (1) (t0, x0) ∈ (a, b) × U に対してある ϵ > 0, R > 0 があって [t0 −
ϵ, t0 + ϵ] ⊆ (a, b) かつ B(x0, 2R) ⊆ U . よって δ を定理 1.1.5 のように選べば
定理 1.1.5 - (1) より解の存在がわかる。
(2) (α, β) = (α1, β1)∩(α2, β2)とおく。I1 = {t|t ∈ (α, β), X(t) = Y (t)}とお
く。t0 ∈ I1 とする。ϵ > 0, R > 0を [t0 − ϵ, t0 + ϵ] ⊆ (a, b), B(X(t0), 2R) ⊆ U
となるようにとる。このとき定理 1.1.5 で S = T = t0, x = X(t0) とし、
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(1.1.2) の条件をみたす δ > 0 をとる。x = X(t0) = Y (t0) より δ を十分小
さく選ぶと |t− t0| ≤ δ なら X(t), Y (t) ∈ B(x, 2R) となるようにできる。定
理 1.1.5-(2)より X(t) = Y (t)が任意の t ∈ [t0−δ, t0 +δ]で成りたつ。以上の
議論より I1 は開集合。I2 = {t|t ∈ (α, β), X(t) ̸= Y (t)} とおくと X(t), Y (t)
は連続より I2 も開集合。いま I1 ∩ I2 = ∅, (α, β) = I1 ∪ I2 であり (α, β) は
連結なので I1 = ∅ または I2 = ∅. I1 ̸= ∅ なので I2 = ∅ で (α, β) = I1.

定理 1.1.8 (解の延長). U を Rn の開集合、a, b ∈ R, a < b とし、f : (a, b)×
U → Rn は連続かつ U に関して compact 一様リプシッツ連続とする。任意
の (t0, x0) ∈ (a, b)×U に対して、a ≤ α < t0 < β ≤ b をみたす α, β と t0 で
初期値 x0 をとる (α, β) 上の (1.1.1) の解 X(t) で
「Y が t0 で初期値 x0 をとる (t1, t2) 上の (1.1.1) の解ならば α ≤ t1, t2 ≤ β
であり Y (t) = X(t) が任意の t ∈ (t1, t2) で成り立つ。」
を満たすものがある。さらに β < b ならば U の compact な部分集合 K に
対して、ある t∗ ∈ (t0, β) があって t ∈ (t∗, β) では X(t) /∈ K となる。

証明. 系 1.1.7 より t0 で初期値 x0 をとる (α1, β1) 上の解と (α2, β2) 上の解
をつなげることで、(α1, β1) ∪ (α2, β2) 上の解を作ることができる。従って、

(α, β) =
⋃

{(α∗, β∗)| t0 で初期値 x0 をとる (α∗, β∗) 上の解が存在する。}

とおけば t0 で初期値 x0 をとる (α, β) 上の解が存在し定理の条件をみたす。
残りの部分は背理法で示す。β < b とする。U の compact 部分集合 K

に対して、単調増大な数列 {tm}m≥1 があって m → ∞ で tm ↑ β であり
X(tm) ∈ K が任意の m で成り立つとする。（すなわち定理の結論を否定す
る。）K は compact より {tk}k≥1 の部分列 {sm}m≥1 で m → ∞ で sm ↑ β
ある x∗ ∈ K に対して X(sm) → x∗ となるものがある。ここで T = β とし

• S, ϵ を ϵ > 0, [S − ϵ, T + ϵ] ⊆ (a, b) となるように

• R > 0 を B(x∗, 2R) ⊆ U となるように

選ぶ。このとき定理 1.1.5-(1) より δ > 0 があって、任意の (t∗, y) ∈ [S, T ]×
B(x∗, R) に対して t∗ で初期値 y をとる [t0 − δ, t0 + δ] 上の解が存在する。い
ま、m を十分大きく取ると、sm + δ > T かつ X(sm) ∈ B(x∗, R) となるよう
にできる。t∗ = sm, y = X(sm)と選ぶと、t∗ で初期値 y をとる (t∗−δ, t∗+δ)
上の解 Y が存在する。X(t∗) = Y (t∗) であるから系 1.1.7-(2) を用いれば、
X(t) と Y (t) をつなぐことで、t0 で初期値 x0 をとる解は t∗ + δ > β まで延
長できる。これは β の定義に矛盾する。
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上の定理で得られた (α, β) 上の解 X(t) を微分方程式 (1.1.1) の t0 で初
期値 x0 をとる最大限に延長された解という。

系 1.1.9 (解の爆発). a, b ∈ R, a < b とし、f : (a, b) × Rn → Rn は連続かつ
Rn に関して compact 一様リプシッツ連続とする。X : (α, β) → Rn を微分
方程式 (1.1.1) の t0 で初期値 x0 をとる最大限に延長された解とする。この
とき β < b ならば lim

t↑β
|X(t)| = +∞.

定理 1.1.10 (初期値に関する解の連続性). U を Rn の開集合、a, b ∈ R, a < b
とし、f : (a, b) × U → Rn は連続かつ U に関して compact 一様リプシッ
ツ連続とする。α, β ∈ R は a < α < β < b をみたし、m ≥ 1 に対して
Xm : [α, β] → U および　X : [α, β] → U はそれぞれ (1.1.1) の [α, β] 上の
解とする。m ≥ 1 に対して tm ∈ [α, β] であり、m → ∞ で tm → t∗ かつ
Xm(tm) → X(t∗) が成り立つとする。このとき、[α, β] 上で Xm は X に一
様収束する。

証明.

J = {t|t ∈ [α, β], ある ρ > 0 に対して m → ∞ で
Xm が X に [t − ρ, t + ρ] ∩ [α, β] 上で一様収束する }

と定義する。定義より J は [α, β] の開部分集合である。
Step 1: J ̸= ∅

Step 1の証明: 定理 1.1.5の設定で S = α, T = β, x = X(t∗)とおき、ϵ > 0を
[α− ϵ, β + ϵ] ⊆ (a, b) をみたすように、R > 0 を B(x, 2R) ⊆ U をみたすよう
にそれぞれ選ぶ。次に (1.1.2) をみたす δ > 0 をとる。xm = Xm(tm) とおけ
ば、xm → x as m → ∞である。従って十分大きなmに対して xm ∈ B(x,R).
さらに m を大きくとっておけば |tm − t∗| ≤ δ/2 とできる。このとき Xm は
tm で初期値 xm をとる解なので定理 1.1.5-(1) より t ∈ [tm − δ, tm + δ] なら
ば Xm(t) ∈ B(x, 2R) である。いま、tm ≤ t∗ なら [tm, t∗] ⊆ [tm − δ, tm + δ],
t∗ ≤ tm なら [t∗, tm] ⊆ [tm − δ, tm + δ] なので、

|Xm(tm) − Xm(t∗)| ≤
√

n

∣∣∣∣ ∫ t∗

tm

|f(s,Xn(s))|ds

∣∣∣∣ ≤ √
nM |tm − t∗|.

従って m → ∞ で |Xm(tm) − Xm(t∗)| → 0. よって m → ∞ で Xm(t∗) →
X(t∗) が成り立つ。従って m が十分大きいなら Xm(t∗) ∈ B(x, R). 再び定
理 1.1.5-(1) より t ∈ [t∗ − δ, t∗ + δ] で Xm(t) ∈ B(x, 2R) となる。ここで定
理 1.1.5-(3) を用いると、

max
t∈[t∗−δ,t∗+δ]

|X(t) − Xm(t)| ≤ 2|X(t∗) − Xm(t∗)|
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従って [t∗ − δ, t∗ + δ] 上 m → ∞ で Xm は X に一様収束する。
Step 2: J は閉集合

Step 2 の証明: {sm}m≥1 ⊆ J とし、m → ∞ で sm → s とする。Step 1
と同様に ϵ > 0 を [α − ϵ, β + ϵ] ⊆ (a, b) をみたすようにとる。x∗ = X(s)
とおき、B(x∗, 2R) ⊆ U となるように R > 0 を選ぶ。（Step 1 の証明の
R と同じとは限らない。）S = α, T = β, x = x∗ として定理 1.1.5 を用い
る。δ > 0 を (1.1.2) を満たすように選ぶ。このとき m が十分大きいならば
|sm − s| ≤ δ/2 かつ X(sm) ∈ B(x∗, R/2) となる。このような m に対して
sm ∈ J よりある Km ≥ 1 があって k ≥ Km ならば Xk(sm) ∈ B(x∗, R) とな
る。Xk は sm で初期値 Xk(sm) をとる解であるから、定理 1.1.5-(1) より任
意の t ∈ [sm − δ, sm + δ] で Xk(t) ∈ B(x∗, 2R) となる。よって定理 1.1.5-(3)
を使えば [sm − δ, sm + δ] 上 k → ∞ で Xk は X に一様収束することがわ
かる。いま |sm − s| ≤ δ/2 であるから [s − δ/2, s + δ/2] ⊆ [sm − δ, sm + δ].
従って s ∈ J . すなわち J は閉集合である。
さて Step 1, Step 2 より J は [α, β] の開かつ閉な空でない部分集合とな

る。いま [α, β] は連結なので、J = [α, β] となる。よって任意の t ∈ [α, β]
に対してある ρt > 0 があって [t − ρt, t + ρt] 上 m → ∞ で Xm は X に一
様収束する。いま {(t − ρt, t + ρt)}t∈[α,β] は [α, β] の開被覆であり [α, β] は
compact であるから、有限個の T1, . . . , Tp があって

[α, β] ⊆
⋃

i=1,...,p

(Ti − ρTi
, Ti + ρTi

).

いま、

max
t∈[α,β]

|Xm(t) − X(t)| ≤ max
i=1,...,p

(
max

t∈[Ti−ρTi
,Ti+ρTi

]
|Xm(t) − X(t)|

)
であるから、m → ∞ で maxt∈[α,β] |Xm(t) − X(t)| → 0. よって m → ∞ で
Xm は X に [α, β] 上一様収束する。

§1.2 高階の常微分方程式

例 1.2.1. a, b ∈ R に対して次の２階の常微分方程式を考える。

d2x

dt2
+ a

dx

dt
+ bx = 0 (1.2.1)
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ここで、y = dx/dt とおけば、(1.2.1) は１階の連立常微分方程式

dx

dt
= y

dy

dt
= −ay − bx

(1.2.2)

と同等である。

一般に n 階微分可能な関数 X : (a, b) → Rm に対して、

dnX

dtn
= F

(
t,X,

dX

dt
, . . . ,

dn−1X

dtn−1

)
(1.2.3)

を X に関する n 階の常微分方程式という。ただし、F は R1+mn の適当な領
域（開集合）から Rm への写像である。（時間 t が１次元、k = 1, . . . , n − 1
に対して dkX/dtk ∈ Rm であるから F の定義域の次元は 1 + mn である。
ここで、k = 1, . . . , n− 1 に対して Y (k) = dkX/dtk とおくと、(1.2.3) は１階
の連立常微分方程式

d

dt


X

Y (1)

...
Y (n−2)

Y (n−1)

 =


Y (1)

Y (2)

...
Y (n−1)

F
(
t,X, Y (1), Y (2), . . . , Y (n−1)

)


に帰着する。
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Chapter 2

線形常微分方程式

線型常微分方程式とは、(1.1.1) で f(t, x) が x に関して線型である場合をい
う。すなわち t に依存した n× n の行列 A(t) があって、X : (a, b) → Rn が

dX

dt
= A(t)X (2.0.1)

と書ける場合 X は (a, b) 上での線型常微分方程式 (2.0.1) の解であるとい
う。A が t に関して連続である場合（A(t) の各成分が t に関して連続であ
る場合）A(t)X は Rn に関して compact 一様リプシッツである。

例 2.0.2. n = 1 のとき、線型常微分方程式

dx

dt
= f(t)x

の t = 0 で初期値 x0 をとる解は

x(t) = eF (t)x0,

ただし F (t) =
∫ t

0
f(s)ds.

例 2.0.3.

dx

dt
= f(t)x + g(t)y

dy

dt
= h(t)y

の解は、

F (t) =

∫ t

0

f(s)ds,H(t) =

∫ t

0

h(s)ds
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とおくとき、

x(t) = eF (t)x0 +

(
eF (t)

∫ t

0

g(s)eH(s)−F (s)ds

)
y0

y(t) = eH(t)y0

§2.1 ノルム空間

以下では K = C または R とする。

定義 2.1.1 (ノルム). V を K-ベクトル空間とする。u ∈ V に対して実数 ||u||
を対応させる || · || が V のノルム（norm）であるとは、
(N1) 任意の v ∈ V に対して ||u|| ≥ 0. さらに ||v|| = 0 ⇔ v = 0.
(N2) 任意の λ ∈ K と v ∈ V に対して ||λv|| = |λ|||v||.
(N3) 任意の u, v ∈ V に対して ||u + v|| ≤ ||u|| + ||v||.
が成り立つことである。さらに V 上の２つのノルム || · ||1 と || · ||2 が同値
であるとは、ある定数 c1, c2 > 0 があって任意の v ∈ V に対して

c1||v||1 ≤ ||v||2 ≤ c2||v||1

が成り立つことである。

命題 2.1.2. V を K-ベクトル空間とし、|| · || をそのノルムとする。この
とき、u, v ∈ V に対して d(u, v) = ||u − v|| と定義すると d(·, ·) は V 上
の距離になる。V 上に２つの同値なノルム　 || · ||1 と || · ||2 があるとき、
di(v, u) = ||v − u||i と定義すると、２つの距離 d1(·, ·) と d2(·, ·) は同値であ
る。すなわちある c1, c2 > 0 があって任意の u, v ∈ V に対して

c1d1(u, v) ≤ d2(u, v) ≤ c2d1(u, v)

が成り立つ。

d(·, ·) をノルム || · || に付随する V 上の距離、d(·, ·) から決まる V の位
相を || · || に付随する V の位相という。

定義 2.1.3. V を K-ベクトル空間、|| · ||をそのノルムとする。V が || · ||に付
随する距離に関して完備なとき、(V, || · ||) を バナッハ空間（Banach space）
という。
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例 2.1.4. x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn に対して、

|x|1 =
n∑

i=1

|xi|

|x|2 =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2

|x|∞ = max
i=1,...,n

|xi|

と定義する。このとき | · |1, | ·2 |, |·3 は Rn のノルムであり互いに同値になる。
実際、

|x|∞ ≤ |x|2 ≤ |x|1 ≤ n|x|∞
が成り立つ。さらに (Rn, || · ||p) は Banach 空間である。

実は Rn のノルムについてはより一般に次の命題が成り立つ。

命題 2.1.5. || · || を Rn のノルムとするとき、|| · || は | · |2 と同値である。
証明. i = 1, . . . , n に対して ei ∈ Rn を i番目の座標が 1でそれ以外の座標は
0であるべクトルとする。M = maxi=1,...,n ||ei||とおくと、x = (x1, . . . , xn) =∑n

i=1 xiei より

||x|| = ||
n∑

i=1

xiei|| ≤
n∑

i=1

|xi|||ei|| ≤ M |x|1

いま | · |1 は | · |2 と同値であるから、ある定数 C1 > 0があって任意の x ∈ Rn

に対して ||x|| ≤ C1|x|2 が成り立つ。あとは

ある C2 > 0 があって任意の x ∈ Rn で C2|x|2 ≤ ||x|| (2.1.1)

を示せば命題の証明は完了する。背理法を用いて (2.1.1) を示す。すなわち

ある {xm}m≥1 ⊂ Rn があって、m → ∞ で
||xm||
|xm|2

→ 0 と仮定する。ここで

ym =
xm

|xm|2
とおけば、|ym|2 = 1 であり、m → ∞ で ||ym|| =

||xm||
|xm|2

→ 0.

いま {ym}m≥1 は有界な点列なので適当な部分列 {zk}k≥1 と z ∈ Rn があっ
て m → ∞ で |zm − z|2 → 0. このとき |z|2 = 1 である。さて

|||zm|| − ||z||| ≤ ||zm − z|| ≤ C1|zm − z|2
である。よって ||z|| = limm→∞ ||zm|| = 0. 従って z = 0. これは |z|2 = 1 に
矛盾する。従って (2.1.1) は示された。
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例 2.1.6. (X, d)を完備な距離空間、Cb(X, d) = {f |f : X → R, f は X 上連続}
とする。f ∈ Cb(X, d) に対して、

|f |∞ = sup
x∈X

|f(x)|

とおくとき、| · |b は C(X, d) のノルムである。

定理 2.1.7. V を K-ベクトル空間、|| · || をそのノルムとする。さらに A :
V → V を線型写像とする。このとき次の２つは同値である。
(L1) A は || · || に付随する位相に関して V 上連続.
(L2)

sup
v∈V,v ̸=0

||Av||
||v||

< +∞.

証明. (L1) ⇒ (L2): 対偶を示す。(L2) を否定すると、ある {xm}m≥1 ⊂ V

で m → ∞ で ||Axm||
||xm||

→ ∞ と成るものがある。 ym =
xn√

||xm||||Axm||
とお

くと、m → ∞ で

||ym|| =

√
||xm||
||Axm||

→ 0, ||Aym|| =

√
||Axm||
||xm||

→ ∞

よって A は 0 で連続でない。

(L2) ⇒ (L1): C = sup
v∈V,v ̸=0

||Av||
||v||

とおく。x ∈ V、m → ∞ で xm → x とす

る。このとき ||Axm − Ax|| = ||A(xm − x)|| ≤ C||xm − x|| より m → ∞ で
Axm → Ax. よって A は V 上連続である。

定義 2.1.8. V を K-ベクトル空間、|| · || をそのノルムとする。定理 2.1.7 の
(L2) の条件を満たす線型写像 A : V → V を V から V への有界線型写像
（bounded linear operator）という。さらに、

L(V ) = {A|A は V から V への有界線型写像 }

とおき、A ∈ L(V ) に対して

||A||L(V ) = sup
v∈V,v ̸=0

||Av||
||v||

と定義する。||·||L(V ) を ||·||に関する L(V )の作用素ノルム（operator norm）
という。
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命題 2.1.9. V を K-ベクトル空間、|| · || をそのノルムとする。L(V ) は線型
写像の自然な和と定数倍に関して K-ベクトル空間となり、|| · ||L(V ) は L(V )
のノルムであり、A,B ∈ L(V ) に対して、

||AB||L(V ) ≤ ||A||L(V )||B||L(V )

が成り立つ。さらに (V, || · ||) が Banach 空間ならば (L(V ), || · ||L(V )) も
Banach 空間である。

証明. (N1): A ∈ L(V ) とする。||A||L(V ) = 0 なら任意の v ∈ V に対して
Av = 0. よって A = 0.
(N2): A ∈ L(V ), λ ∈ K とするとき ||λAx|| = |λ|||Ax|| より ||λA||L(V ) =
|λ|||A||L(V ).
(N3): A,B ∈ L(V ) とする。このとき ||(A + B)v|| = ||Av + Bv|| ≤ ||Av||+
||Bv||. これより ||A + B||L(V ) ≤ ||A||L(V ) + ||B||L(V ).
以上より || · ||L(V ) は L(V ) のノルムである。A,B ∈ L(V ) とするとき、

Bv ̸= 0 ならば
||ABv||
||v||

=
||ABv||
||Bv||

||Bv||
||v||

したがって ||AB||L(V ) ≤ ||A||L(V )||B||L(V ).
つぎに (V, || · ||) を Banach 空間とし、{Am}m≥1 ⊂ L(V ) を Cauchy 列と

する。すなわち任意の ϵ > 0 に対してある Mϵ > 0 があって n,m ≥ Mϵ なら
||An − Am||L(V ) < ϵ が成り立つ。v ∈ V に対して、n,m ≥ Mϵ なら

||Anv − Amv|| = ||(An − Am)v|| ≤ ||An − Am||L(V )||v|| ≤ ϵ||v||. (2.1.2)

よって {Amv}m≥1 は V の Cauchy 列となり V は Banach 空間より m → ∞
で極限を持つ。その極限を Av と定義するとき、A : V → V は線型である。
(2.1.2) で m → ∞ とすると、n ≥ Mϵ ならば ||Anv − Av|| ≤ ϵ||v||. すなわ
ち n ≥ Mϵ ならば ||An − A||L(V ) ≤ ϵ. よって n → ∞ で An → A. つまり
(L(V ), || · ||L(V )) は Banach 空間である。

例 2.1.10. L(Rn) = Mn,n(R) = Rn2
, ただし Mm,n(R) は m × n 実行列の全

体とする。ここで Rn のノルム | · |2 に関する L(Rn) の作用素ノルムを || · ||2
で表す。すなわち ||A||2 = sup

x∈Rn,x ̸=0

|Ax|2
|x|2

. このとき || · ||2 は L(Rn) = Rn2
の

ノルムである。命題 2.1.5 より || · ||2 と Rn2
のノルム | · |2 は同値である。と

くに (L(Rn), || · ||2) は Banach 空間である。
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§2.2 作用素の指数関数

前の節と同様に K = R, C とし、V は K-ベクトル空間とする。

補題 2.2.1. (V, || · ||) を Banach 空間とする。いま、{xn}n≥1 ⊆ V に対して、∑
n≥1 ||xn|| < +∞ ならば

N∑
n=1

xn は n → ∞ で収束する。

定義 2.2.2. (V, || · ||) をノルム空間とする。{xn}n≥1 ⊂ V とする。
N∑

n=1

xn が

n → ∞ で収束するときその極限を
∞∑

n=1

xn あるいは
∑
n≥1

xn と書く。

補題 2.2.1 の証明. yN =
∑N

n=1 xnとおくとき、||yN+m−yN || ≤
∑N+m

n=N+1 ||xn||.
いま

∑∞
n=1 ||xn|| < +∞より、任意の ϵ > 0に対して N が十分大きいならば∑N+m

n=N ||xn|| ≤
∑

n≥N ||xn|| < ϵ. 従って ||yN+m − yN || < ϵ となり、{yn}n≥0

は V の Cauchy 列である。(V, || · ||) は Banack 空間なのである y ∈ V で
n → ∞ で yn → y.

命題 2.2.3. (V, || · ||) を Banach 空間とし、A ∈ L(V ) とする。このとき、∑
n≥0

An

n!

は収束する。その極限を eA と書くことにするとき、A,B ∈ L(V ) に対して
AB = BA ならば

eA+B = eAeB

が成り立つ。

証明. ||An/n!||L(V ) ≤ (||A||L(V ))
n/n! である。いま a = ||A||L(V ) とすると∑∞

n=0 an/n!は収束する。従って補題 2.2.1より
∑

n≥0 An/n!は収束する。次に
A, B ∈ L(V ) で AB = BA とする。UN = {(n,m)|n,m ∈ {0, 1, . . . , N}, n +
m ≥ N + 1} とおくと、(

N∑
n=0

An

n!

)(
N∑

m=0

Bm

m!

)
=

N∑
n=0

N∑
m=0

AnBm

n!m!

=
N∑

k=0

k∑
r=0

Ak−rBr

(k − r)!r!
+

∑
(n,m)∈UN

AnBm

n!m!
=

N∑
k=0

(A + B)k

k!
+

∑
(n,m)∈UN

AnBm

n!m!
.

(2.2.1)
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ここで α = ||A||L(V ), β = ||B||L(V ) とおけば∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
(n,m)∈UN

AnBm

n!m!

∣∣∣∣∣∣∣∣
L(V )

≤
∑

(n,m)∈UN

αnβm

n!m!

≤
∑

k≥N+1

(α + β)k

k!
= eα+β −

N∑
k=0

(α + β)k

k!

よってN → ∞で
∑

(n,m)∈UN

AnBm

n!m!
→ 0である。これより、(2.2.1)でN → ∞

とすれば、eAeB = eA+B.

定義 2.2.4. (V, || · ||) をノルム空間とする。a, b ∈ R で a < b とし、f :
(a, b) → V とする。f が α ∈ (a, b) で微分可能であるとは、ある v ∈ V に対
して、

lim
h→0

∣∣∣∣∣∣∣∣f(α + h) − f(α)

h
− v

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

となることである。v =
df

dt
(α) とかき、f の α での微分と呼ぶ。

命題 2.2.5. (V, || · ||) を Banach 空間とする。A ∈ L(V ) とし t ∈ R に対し
て U(t) = etA とする。このとき任意の t ∈ R において U(t) は微分可能で

あり
dU

dt
= AU(t) = U(t)A が成り立つ。

証明.

U(t + h) − U(t)

h
=

e(t+h)A − etA

h
= etA ehA − I

h
= etA

(
A + h

∑
n≥2

hn−2An

n!

)
=

ehA − I

h
etA =

(
A + h

∑
n≥2

hn−2An

n!

)
etA

(2.2.2)

いま B(h) =
∑
n≥2

hn−2An

n!
とおけば、|h| ≤ 1 なら

||B(h)||L(V ) ≤
∑
n≥2

|h|n−2 (||A||L(V ))
n

n!
≤ e||A||L(V ) .

従って (2.2.2) で h → 0 とすれば
dU

dt
= AU(t) = U(t)A.
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§2.3 自励系線型常微分方程式

自励系の線型常微分方程式は一般に A ∈ Mn,n(K) を用いて、

dx

dt
= Ax (2.3.1)

と表される。ただし K = C or R とする。この微分方程式の解は前の節
の結果により次のように表される。

定理 2.3.1. (2.3.1) の t = 0 で初期値 x0 ∈ Kn を取る解は、

x(t) = etAx0

で与えられる。

etA を具体的に計算するには Jordan の標準形を用いる。

定義 2.3.2. k ∈ N に対して、Ik, Jk ∈ Mk,k(C) を Ik は単位行列、

Jk =


0 1 0 . . . 0

0 0 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 0 1
0 0 . . . 0 0


命題 2.3.3 (Jordan の標準形). A ∈ Mn,n(C) とする。このとき、ある P ∈
Mn,n(C)、n1, n2, . . . , nm ∈ N, A の固有値 α1, . . . , αm, が存在して P は正則、
n1 + . . . + nm = n であり、

P−1AP =


α1In1 + Jn1 0 . . . 0

0 α2In2 + Jn2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 αmInm + Jnm

 (2.3.2)

が成り立つ。

定義 2.3.4. 命題 2.3.3における P−1AP を Aの Jordan標準形、 αiIni
+Jni

を Aの Jordan細胞（Jordan cell）という。とくに全ての i = 1, . . . ,mに対し
て ni = 1 のとき（すなわち m = n のとき）A は対角化可能（diagonlizable）
あるいは半単純（semisimple）であるという。
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補題 2.3.5. P,A ∈ Mn,n(C) で P が正則ならば

eP−1AP = P−1eAP

補題 2.3.6.

etJk =


1 t t2

2!
. . . tk−1

(k−1)!

0 1 t
. . .

...
...

. . . . . . . . . t2

2!

0 . . . 0 1 t
0 . . . 0 0 1


補題 2.3.5 より

etA = PetAP−1

である。ここで補題 2.3.6 を用いれば、

etA = P


eα1tetJn1 0 . . . 0

0 eα2tetJn2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 eαmtetJnm

P−1 (2.3.3)

すなわち B = P−1AP とおくと、

Kn etA

−−−→ KnxP

xP

Kn etB

−−−→ Kn

(2.3.4)

以上より、次の定理が得られる。

定理 2.3.7. x(t) を (2.3.1) の (−∞,∞) における解とするとき、P−1x(t) は

dy

dt
= By (2.3.5)

の解である。逆に y(t) を R 上の (2.4.7) の解とするとき Py(t) は (2.3.1) の
解である。すなわち

S(A) = {x(t)|x(t) は (−∞,∞) 上の (2.3.1) の解 }

とするとき、
P : S(B) → S(A)

は可逆な線型写像である。
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系 2.3.8. (2.3.1)の解 x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))は、ある {λk
i,j|k = 1, . . . , n, i =

1, . . . ,m, j = 1, . . . , ni} ⊆ C に対して、

xk(t) =
m∑

i=1

ni∑
j=1

λk
i,jt

j−1eαit

と表される。とくに A が対角化可能なときは、

xk(t) =
m∑

i=1

λk
i e

αit

となる。

注意. K = R であり従って A ∈ Mn,n(R) のとき、虚部が 0 でない固有値が
ある場合、すなわちある iで αi = ηi +

√
−1ωi となるときは αi = ηi−

√
−1ωi

も固有値であり、Jordan 細胞の大きさも同じである。このとき実数値の解
は、j = 0, 1, . . . , ni − 1 に対して

tjeηit cos ωit tjeηit sin ωit

の組み合わせで書くことが出来る。

例 2.3.9.

P =

1 0 −1
2 2 1
0 1 1


とおく。このとき、

P−1 =

−1 1 −2
2 −1 3
−2 1 −2


である。また、a, b ∈ R に対して、

B =

a 1 0
0 a 0
0 0 b


とする。このとき、

etB =

eat teat 0
0 eat 0
0 0 ebt
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である。このとき、A = PBP−1 とおけば

A =

−a + 2b + 2 a − b − 1 −2a + 2b + 3
2a − 2b + 4 b − 2 2a − 2b + 6

2a − 2b −a + b 3a − 2b



etA =

(−1 + 2t)eat + 2ebt (1 − t)eat − ebt (−2 + 3t)eat + 2ebt

(2 + 4t)eat − 2ebt −2teat + ebt (2 + 6t)eat − 2ebt

2eat − 2ebt −eat + ebt 3eat − 2ebt


となる。たとえば a = b = −1 のとき、

A =

1 −1 3
4 −3 6
0 0 −1

 , etA = e−t

1 + 2t −t 3t
−4t 1 − 2t 6t
0 0 1


a = −1, b = 2 のとき

A =

 7 −4 9
−2 0 0
−6 3 −7


例 2.3.10. P は例 2.3.9 と同じとする。α, η, ω ∈ R に対して、

B =

η −ω 0
ω η 0
0 0 α


とすると B の固有値は η ±

√
−1ω, α であり、z = η +

√
−1ω とおくと、

Bn =

Re(zn) −Im(zn) 0
Im(zn) Re(zn) 0

0 0 αn


従って、

etB =

eηt cos ωt −eηt sin ωt 0
eηt sin ωt eηt cos ωt 0

0 0 eαt


いま A = PBP−1 とする。このとき

A =

−η − 2ω + 2α η + ω − α −2η − 3ω + 2α
2η − 6ω − 2α 4ω + α 2η − 10ω − 2α
2η − ω − 2α −η + ω + α 3η − 2ω − 2α


22



ここで、etA = PetBP−1より、etAはAの η, ω, αをそれぞれ eηt cos ωt, eηt sin ωt, eαt

で置き換えたものになる。例えば、ω = η = α = −1 のとき、

A =

1 −1 3
6 −5 10
1 −1 1

 ,

etA = e−t

− cos t + 2 sin t + 2 cos t − sin t − 1 −2 cos t + 3 sin t + 2
2 cos t + 6 sin t − 2 −4 sin t + 1 2 cos t + 10 sin t − 2
2 cos t + sin t − 1 − cos t − sin t + 1 3 cos t + 2 sin t − 2


§2.4 自励系線型常微分方程式の解の安定性

K = R or C とする。自励系常微分方程式 (2.3.1)

dx

dt
= Ax

の自明な解として、x(t) = 0 がある。この解の安定性を考える。
A の Jordan 細胞の大きさを n1, . . . , nm (n1 + . . . + nm = n), 対応する固有
値を α1, . . . , αm、固有値の実部を η1, . . . , ηm とする。さらに A の Jordan 標
準形を B とし、A を Jordan 標準形に変形する座標変換を P とする。すな
わち、

B = P−1AP

定義 2.4.1. A の安定指数 IS(A) を

IS(A) =
∑

j:ηj<0

nj

で定義する。さらに A の安定部分空間 LS(A) ⊆ Kn を

{x0|x0 ∈ Kn, x(t) を初期値 x0 の (2.3.1) の解とすると lim
t→∞

x(t) = 0}

と定義する。

LS(A) は Kn の部分ベクトル空間である。

定理 2.4.2.
dimK LS(A) = IS(A)

特に、任意の i = 1, . . . ,m に対して ηi < 0 ⇔ (2.3.1) の任意の解 x(t) は
t → ∞ で |x(t)| → 0
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証明. 簡単のために K = C とする。前の節と同様に、A を Jordan の標準
形に変換する行列を P とおく。すなわち、(2.3.2) が成り立つとする。ここ
で B = P−1AP とおくとき、IS(B) = IS(A). ここで、微分方程式

dy

dt
= By (2.4.6)

の t = 0 で初期値 y0 ∈ Rn をとる解は ui ∈ Cni に対して

y0 =

u1
...

um

 (2.4.7)

とおくとき、

y(t) = etBy0 =

 eα1tetJn1u1
...

eαmetJnmum

 (2.4.8)

いま、それぞれの Jordan 細胞 eαitetJni について

任意の ui ∈ Cn で lim
t→∞

eαitetJn+i u = 0 ⇔ ηi < 0

従って

LS(B) = {y0|y0 を (2.4.7) で表したとき ηi ≥ 0 となる i について ui = 0}

とくに、dimC LS(B) = IS(B) が成り立つ。ここで、x(t) = Py(t) とおくと、
定理 2.3.7 より x(t) は (2.3.1) の t = 0 で初期値 Py0 をとる解であり

LS(A) = {Py0|y0 ∈ LS(B)}

これより、dimC LS(A) = dimC LS(B) = IS(B) = IS(A).

定理 2.4.3. (1) 任意の i = 1, . . . ,m に対して ηi ≤ 0 かつ ηi = 0 となる
固有値の Jordan 細胞の大きさは 1 ⇔ (2.3.1) の任意の解 x(t) は t → ∞
で有界（ある C > 0 があって t = 0 で初期値 x0 をとる解 x(t) に対して、
|x(t)| ≤ C|x0| が任意の t > 0 で成立する。）
(2) (1) でないときはある解 x(t) で limt→∞ |x(t)| → ∞ となるものがある。
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証明. 定理 2.4.2 の証明の (2.4.7), (2.4.8) より、

(2.4.6) の任意の解 y(t) が t → ∞ で有界⇔
任意の i, 任意の ui ∈ Cni について eαitetJniui が t → ∞ で有界⇔

任意の i に対して ηi ≤ 0 であり ηi = 0 なら ni = 1

また、

ある (2.4.6) の解 y(t) に対して　 lim
t→∞

|y(t)| = ∞ ⇔

ある i とある ui ∈ Kni に対して lim
t→∞

|eαitetJni ui| = ∞ ⇔

ある i に対して 「ηi > 0」 または 「ηi = 0 かつ ni ≥ 2」.

以上より B に関して定理 2.4.3 は成り立つ。定理 2.3.7 により (2.3.1) の解
x(t) と (2.4.6) の解 y(t) は x(t) = Py(t) で一対一で対応し、t → ∞ で |x(t)|
が有界（無限大に発散）⇔ |y(t)| が有界（無限大に発散）。よって A につい
ても定理が成立する。

定理 2.4.4. β ∈ R は任意の i = 1, . . . ,m に対して ηi < β をみたすとする。
このとき、ある C > 0 があって任意の t ≥ 0 で

||etA|| ≤ Cebt

ただし || · || は行列の作用素ノルム || · ||L(Rn) を表す。

証明. etA の (i, j) 成分を aij(t) と書くとき、

aij(t) =
m∑

k=1

eηkte
√
−1ωkt

nk∑
l=1

cklt
l−1

と表される。従ってある定数 Cij > 0 があって

|aij(t)| ≤ Cije
βt

さて Mn,n(Rn) の作用素ノルムは、Rn2
の | · |∞ と同値である。すなわちあ

る C∞ > 0 があって任意の Z ∈ Mn,n(Rn) に対して

||Z||L(Rn) ≤ C∞|Z|∞
従って、

||etA|| ≤ C∞|etA|∞ = C∞ max |aij(t)| ≤
(
C∞ max Cij

)
eβt
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Chapter 3

自励系常微分方程式の局所理論

§3.1 局所安定性

U を Rn の開集合とし、f : U → Rn は U 上で C1 級であるとする。このと
き、自励系常微分方程式

dx

dt
= f(x) (3.1.1)

について考察する。ただし、x = (x1, . . . , xn) に対して

f(x) =

f1(x1, . . . , xn)
...

fn(x1, . . . , xn)


x(t) が (α, β) 上で定義された (3.1.1) の解とする。いま任意の t ∈ (α, β) に
対して x(t) = x∗ であるとすると、dx

dt
= 0 であるから f(x∗) = 0 である。ま

た f(x∗) = 0 をみたす x∗ に対して、任意の t ∈ Rn に対して x(t) = x∗ とお
けば x(t) は (−∞,∞) 上の (3.1.1) の解である。

定義 3.1.1. (1) x∗ ∈ U が (3.1.1) の定常解（stationary solution) 、平衡点
(equilibrium)、あるいは固定点（fixed point) であるとは、f(x∗) = 0 が成り
立つことである。
(2) x∗ ∈ U を (3.1.1) の平衡点とする。このとき線型常微分方程式

dy

dt
= Df(x∗)y
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を (3.1.1) の x∗ における線型化方程式という。ここで Df(x∗) は f の x∗ で
の微分である。すなわち

Df(x∗) =


∂f1

∂x1
(x∗)

∂f1

∂x2
(x∗) · · · ∂f1

∂xn
(x∗)

...
...

...
∂fn

∂x1
(x∗)

∂fn

∂x2
(x∗) . . . ∂fn

∂xn
(x∗)


(3) x∗を (3.1.1)の平衡点としDf(x∗)の固有値の実部の集まりを {η1, . . . , ηm}
とする。任意の i = 1, . . . ,mについて ηi ̸= 0のとき x∗は双曲的（hyperbolic）
であるという。Df(x∗) の安定指数 IS(Df(x∗)) が n のとき（すなわち任意
の i = 1, . . . ,m で ηi < 0 のとき）x∗ は安定な平衡点（stable equilibrium)
であるという。

定理 3.1.2. x∗ を (3.1.1) の安定な平衡点とし、Df(x∗) の固有値の実部の最
大値を η とする。いま η < δ < 0 となる δ に対して、ある C > 0 とある
R > 0 があって、任意の x0 ∈ B(x∗, R) に対して t = 0 で初期値 x0 をとる
解 x(t) は [0,∞) 上で存在し、任意の t ≥ 0 に対して、

|x(t) − x∗| ≤ Ceδt|x0 − x∗|

をみたす。とくに lim
t→∞

x(t) = x∗ である。

x∗ を (3.1.1) の平衡点とする。平行移動して、y = x − x∗ とし、f̃(y) =
f(y + x∗) とおくと

dy

dt
= f̃(y)

となる。この方程式では y = 0 が平衡点となる。このように (3.1.1) が平衡
点 x∗をもてば、平行移動により x∗ = 0 とすることができる。今後は簡単の
ため (3.1.1) は 0 を平衡点に持つと仮定する。さらに A = Df(0) とおき、A
の固有値の実部の集合を {η1, . . . , ηm} とする。このとき、

g(x) = f(x) − Ax

とおくと、g : U → Rn は U 上 C1 級であり、

g(x) =

g1(x1, . . . , xn)
...

gn(x1, . . . , xn)


と書け、任意の i, j に対して

∂gi

∂xj

(0) = 0 をみたす。
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補題 3.1.3. 任意の ϵ > 0 に対して、ある R1 > 0 があって、任意の x ∈
B(0, R1) に対して、

|g(x)| ≤ ϵ|x|

が成りたつ。

補題 3.1.4 (Grownwall の不等式). g : [0, T ] → [0,∞), v : [0, T ] → [0,∞) を
[0, T ] 上で連続とする。いま、あるC ≥ 0 に対して任意の t ∈ [0, T ] で

v(t) ≤ C +

∫ t

0

v(s)ϕ(s)ds

が成り立つならば、任意の t ∈ [0, T ] で

v(t) ≤ C exp

( ∫ t

0

ϕ(s)dx

)
.

証明. U(t) = C +
∫ t

0
v(s)ϕ(s)ds とするとき、

dU

dt
(t) = v(t)ϕ(t) ≤ U(t)ϕ(t)

従って、G(t) =
∫ t

0
ϕ(s)ds とおくとき、

d

dt

(
e−G(t)U(t)

)
≤ 0

よって
e−G(t)U(t) ≤ e−G(0)U(0) = C

これより
v(t) ≤ U(t) ≤ CeG(t)

定理 3.1.2 の証明. β < 0 を η < β < δ となるように選ぶ。定理 2.4.4 より
ある C0 > 0 があって任意の t ≥ 0 で

||etA|| ≤ C0e
βt (3.1.2)

が成り立つ。ここで ϵ > 0を β+ϵ
√

nC0 = δとなるように選ぶ。この ϵ > 0に

対して補題 3.1.3 の R1 をとり、R =
R1

2
min

{ 1

C0

, 1
}
とする。x0 ∈ B(0, R)
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に対して x(t) を t = 0 で x0 をとる最大限に延長された解とし、その定義域
を [0, T ) とする。（T = ∞ となることも許す。）x0 ≤ R1/2 であるから、あ
る T∗ < T があって [0, T∗] では x(t) ∈ B(0, R1) である。

d

ds
x(s) − Ax(s) = g(x(s))

より、両辺に e−As をかけて、

d

ds

(
e−Asx(x)

)
= e−sAg(x(s))

t ∈ [0, T∗] とし 0 から t まで積分し、etA をかけると

x(t) = etAx0 +

∫ t

0

e(t−s)Ag(x(s))ds

補題 3.1.3 と (3.1.2) より

|x(t)| ≤ ||etA|||x0| +
∫ t

0

√
n||e(t−s)A|||g(x(s))|ds

≤ C0e
βt|x0| +

∫ t

0

√
nC0ϵe

β(t−s)|x(s)|ds

v(t) = e−βt|x(t)| とおくと、

v(t) ≤ C0|x0| +
∫ t

0

√
nC0ϵv(s)ds

補題 3.1.4 より
v(t) ≤ C0|x0|e

√
nC0ϵt.

従って
|x(t)| ≤ C0|x0|eδt. (3.1.3)

もしある T1 ∈ (0, T ) があって x(t) /∈ B(0, R1) ならば、

T2 = inf{t|x(t) /∈ B(0, R1)}

とおくと、[0, T2] で x(t) ∈ B(0, R1) で |x(T2)| = R1. ところが T∗ = T2 とし
て、(3.1.3) を使うと、

|x(T2)| ≤ C0|x0| ≤ R1/2

この矛盾より、任意の t ∈ [0, T ) で x(t) ∈ B(0, R1) である。いま T が有限
なら、系 1.1.9 よりある T1 で x(t) /∈ B(0, R1) となる。従って、T = ∞ と
なり任意の t で x(t) ∈ B(0, R1) でありさらに (3.1.3) をみたす。
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§3.2 安定多様体

例 3.2.1.

dx

dt
= −x

dy

dt
= y − x2,

(3.2.4)

この方程式の t = 0 で (x0, y0) を初期値とする解は、

x(t) = x0e
−t

y(t) =
(
y0 −

(x0)
2

3

)
et +

(x0)
2

3
e−2t

ここで ϕ(x) = x2/3 とおくと、

lim sup
t→∞

√
x(t)2 + y(t)2 < +∞ ⇔ lim

t→∞

√
x(t)2 + y(t)2 = 0 ⇔ y0 = ϕ(x0)

が成り立ちさらに
y0 = ϕ(x0) ⇔ y(t) = ϕ(x(t))

例 3.2.2.

dx

dt
= −x(1 − x)(1 − 2y)

dy

dt
= y(1 − y)(1 − 2x),

(3.2.5)

とする。このとき、
f(x, y) = x(x − 1)y(y − 1)

とおけば、

dx

dt
=

∂f

∂y
dy

dt
= −∂f

∂x

であるので、(x(t), y(t)) を (3.2.5) の解とするとき F (t) = f(x(t), y(t)) とお
くと、

dF

dt
= 0

従って解の上では f(x, y) は定数となる。
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自励系常微分方程式
dx

dt
= f(x) (3.2.6)

を考える。U ⊆ Rn は開集合とし、f : U → Rn は C2 級であるとする。さら
に、0が (3.2.6)の hyperbolicな平衡点であるとする。このとき、A = Df(0)
とおくと (3.2.6) の 0 での線型化方程式は、

dy

dt
= Ay

となる。いま適当に座標変換を行うことで、m = dimR LS(A) とおくと、

LS(A) = {(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)|(x1, . . . , xm) ∈ Rm}

とすることが出来る。

定理 3.2.3. η を実部が負の A の固有値の実部の最大値とする。任意の β ∈
(η, 0) に対してある R > 0, C > 0 と C1 級の写像 ϕ : LS(A) ∩ B(0, R) →
Rn−m があって、次をみたす。
(1) ϕ のグラフは LS(A) に接する。すなわち

ϕ(x1, . . . , xm) =

 ϕ1(x1, . . . , xm)
. . .

ϕn−m(x1, . . . , xm)


とおくとき、任意の 1 ≤ m ≤ i 任意の 1 ≤ j ≤ n−m に対して

∂ϕj

∂xi

(0) = 0

が成り立つ。
(2) x0 ∈ B(0, R) とするとき、t = 0 で初期値 x0 をとる解 x(t) が [0,∞) 上
で存在し、任意の t > 0 について x(t) ∈ B(0, R) であるための必要十分条件
は x0 が ϕ のグラフ上にあること。さらに x0 が ϕ のグラフ上にあるなら、
任意の t > 0 に対して x(t) は ϕ のグラフ上にあり、

|x(t)| ≤ C|x0|eβt

を満たす。特に t → ∞ で x(t) → 0 である。

上の定理の ϕ のグラフ {(y, ϕ(y))|y ∈ LS(A) ∩ B(0, R)} を (3.2.6) の平
衡点 0 における安定多様体（stable manifold）という。
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例 3.2.4 (Lorenz 方程式).

dx

dt
= σ(y − x)

dy

dt
= ρx − y − xz

dz

dt
= xy − βz

は Lorenz 方程式と呼ばれる。σ, ρ, β は実数のパラメーターである。この方
程式は流体の満たす偏微分方程式を特殊な場合のある種の近似にあたる。明
らかに 0 は平衡点であり、0 での線型部分は−σ σ 0

ρ −1 0
0 0 −β


となる。固有値は −β と

λ2 + (σ + 1)λ + σ(1 − ρ) = 0

の解となる。それらを λ1, λ2 とおきそれぞれの実部を η1, η2 とする。β > 0
としておくと

(a) 0 が安定 ⇔ η1 < 0, η2 < 0 ⇔ σ > −1 かつ σ(1 − ρ) > 0

(b) η1 > 0, η2 > 0 ⇔ σ < −1 かつ σ(1 − ρ) > 0

(c) λ1, λ2 ∈ R, λ1 < 0 < λ2 ⇔ σ(1 − ρ) < 0

となる。σ = 28, ρ = 10, β = 8/3 のときにはいわゆる Lorenz attractor が出
現し、カオスの典型的な例として知られる。このときは、σ(1− ρ) < 0 なの
で (c) の場合である。

定理 3.2.3 において 0 は hyperbolic な平衡点であるので、A の Jordan
標準形は B は m = dimR LS(A) とおくと、

B =

(
B1 0
0 B2

)
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ただし、B1 ∈ Mm,m(R), B2 ∈ Mn−m,n−m(R) で B1 の固有値の実部はす
べて負、B2 の固有値の実部は全て正である。いま P ∈ Mn,n(R) を A を
Jordan 標準形に変換する正則な行列とする。すなわち B = P−1AP が成
り立つ。ここで、y = P−1x と座標を変換しておくと、定理にあるように
LS(A) = {(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)|x1, . . . , xm ∈ R} とできる。このとき、微分
方程式 (3.2.6) は

dz

dt
= B1z + F (z, w)

dw

dt
= B2w + G(z, w),

(3.2.7)

という形になる。ここで F (z, w), G(z, w) の (z, w) = (0, 0) での偏導関数は
全て 0 である。
定理 3.2.3 を一般的に証明する代わりにここでは n = 2 の場合について

証明を行う。証明の方法の本質的な部分は、一般の次元の場合と変わらない。
n = 2 の場合に (3.2.7) は

dx

dt
= −αx + F (x, y)

dy

dt
= βy + G(x, y),

(3.2.8)

ただし、α, β > 0, R∗ > 0 に対して F : B(0, R∗) → R, G : B(0, R∗) → R は
C2 級であり、F (0, 0) = G(0, 0) = 0 かつ

∂F

∂x
(0, 0) =

∂F

∂y
(0, 0) =

∂G

∂x
(0, 0) =

∂G

∂y
(0, 0) = 0

をみたす。

定理 3.2.5. 0 < R < R∗ をみたす定数 R, C1 級の関数 ϕ : [−R,R] → R で
ϕ(0) = 0 かつ ϕ′(0) = 0 をみたすものが存在して次が成り立つ：

(x0, y0) ∈ B(0, R) に対して t = 0 で初期値 (x0, ϕ(x0)) をとる解 X(t)
が [0,∞) 上で存在して任意の t ≥ 0 で X(t) ∈ B(0, R) となるための必要
十分条件は y0 = ϕ(x0) となることである。また y0 = ϕ(x0) のとき、解を
X(t : x0) = (x(t : x0), y(t : x0)) とおくと、|x(t : x0)| は単調減少であり任意
の t ≥ 0 で

y(t : x0) = ϕ(x(t : x0)), (3.2.9)

|x(t : x0)| ≤ 2|x0|e−αt (3.2.10)

を満たす。
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補題 3.2.6. ある R1 ∈ (0, R∗), C1 > 0 があって 任意の X,Y ∈ B(0, R1) に
対して、

|F (X) − F (Y )| ≤ C1|X − Y |(|X| + |Y |)
|G(X) − G(Y )| ≤ C1|X − Y |(|X| + |Y |)

(3.2.11)

が成り立つ。

補題 3.2.7. R2 = min
{

R1,
β

8C1

}
とする。(x0, y0) ∈ B(0, R2) で |x0| < |y0|

とし、X(t) = (x(t), y(t)) : (α, β) → R2 は t = 0 で初期値 (x0, y0) をと
る (3.2.8) の最大限に延長された解とする。このときある t∗ > 0 があって
|X(t∗)| > R2 となる。

証明. 背理法で示す。任意の t ≥ 0 に対して |X(t)| ≤ R2 とする。このとき
系 1.1.9 より X(t) は [0,∞) 上で定義される。ここで

U = {(x, y)|(x, y) ∈ B(0, R2), |x| < |y|},
K = {(x, y)|(x, y) ∈ B(0, R2), |x| ≥ |y|}

とおく。さらに IU = {t|t ≥ 0, X(t) ∈ U}, IK = {t|t ≥ 0, X(t) ∈ K} とおく。
x(t), y(t) は連続より IU は開集合で 0 ∈ IU , IK は閉集合である。IK ̸= ∅ と
し t1 = inf IK とおく。IU は開集合より、[0, t1) ⊆ IU , t1 ∈ IK である。いま
X(t) ∈ U とすると補題 3.2.6 より

|G(x, y)| ≤ 2C1y
2 ≤ β

4
|y|

|yG(x, y) − xF (x, y)| ≤ 4C1|y|3 ≤
β

2
y2

となり、

d

dt
y2 = 2y(βy + G(x, y)) ≥ 3β

2
y2 (3.2.12)

d

dt
(y2 − x2) = 2(βy2 + αx2 + yG(x, y) − xF (x, y)) ≥ βy2 + 2αx2 ≥ 0

(3.2.13)

よって [0, t1)では y(t)2−x(t)2 は単調非減少であり、y(t1)
2−x(t1)

2 ≥ y(0)2−
x(0)2 > 0 となる。これは X(t1) ∈ K に矛盾するので、[0,∞) ∈ IU . このと
き、(3.2.12) より、t ≥ 0 で

y(t)2 ≥ e3βt/2y(0)2.

limt→∞ |y(t)| = ∞ となり、supt∈[0,∞) |X(t)| ≤ R2 に矛盾する。
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補題 3.2.8. R3 = min
{

R2,
α

4C1

}
とする。X : [0,∞) → B(0, R3) を (3.2.8)

の解とする。さらに X(t) = (x(t), y(t)) とおくと、ある t∗ > 0 で x(t∗) ̸= 0
であるとする。このとき任意の t ≥ 0 で |x(t)| ≥ |y(t)|、dx/dt ̸= 0、|x(t)|
は単調減少であり |x(t)| ≤ e−αt/2|x(0)| が成り立つ。

証明. ある t0 ≥ 0 で |x(t0)| < |y(t0)| とする。 X∗(t) = X(t − t0) とすると
き、X∗(t) は t = 0 で初期値 X(t0)をとる (3.2.8) の解である。補題 3.2.7 よ
りある t∗ > 0 で |X∗(t∗)| > R2 ≥ R3 となり矛盾。従って、任意の t ≥ 0 で
|x(t)| ≥ |y(t)|. さて |x| ≥ |y| かつ (x, y) ∈ B(0, R3) ならば、

|F (x, y)| ≤ 2C1x
2 ≤ 1

2
α|x|. (3.2.14)

さてある t1 ≥ 0で x(t1) = 0とするとき、|y(t1)| = |x(t1)| = 0となる。t = t1
で 初期値 0 をとる（最大限に延長された）解は任意の t ∈ R で 0 であるの
で x(t∗) ̸= 0 に矛盾する。従って任意の t ≥ 0 で x(t) ̸= 0 である。このとき
(3.2.14) より

d

dt
x2 = 2x(−αx + F (x, y)) ≤ −αx2 < 0.

任意の t ≥ 0 で上の不等式が成りたつので、x(t)2 は単調減少で

x(t)2 ≤ e−αtx(0)2

補題 3.2.9. X : [0,∞) → R2 を (3.2.8) の解とする。いま supt∈[0,∞) |X(t)| <
+∞ ならば、X(t) = (x(t), y(t)) とおくとき、

x(t) = e−αtx(0) + e−αt

∫ t

0

eαsF (x(s), y(s))ds

y(t) = −eβt

∫ ∞

t

e−βsG(x(s), y(s))ds

(3.2.15)

証明. (3.2.8) の x 座標に eαt, y 座標に e−βt　を掛けて積分すれば、

eαtx(t) = x(0) +

∫ t

0

eαsF (x(s), y(s))ds

e−βty(t) = y(0) +

∫ t

0

e−βsG(x(s), y(s))ds
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いま X(t) は有界であるから、t → ∞ で e−βty(t) → 0. 従って、

y(0) = −
∫ ∞

0

e−βsG(x(s), y(s))ds

これを上の式に代入すれば (3.2.15) が得られる。

λ ∈ [0, α] とする。X : [0,∞) → R2 に対して

||X||λ = sup
t∈[0,∞)

eλt|X(t)|

とおく。また、x0 ∈ R に対して

Uλ
x0

= {X|X : [0,∞) → R2, X(t) = (x(t), y(t)), ||X||λ ≤ 2|x0|, x(0) = x0}

とおく。X,Y ∈ Uλ
x0
に対して Dλ(X,Y ) = ||X − Y ||λ とすると、Dλ(X,Y )

は Uλ
x0
の距離である。

次に R > 0 を十分小さく選ぶことで R ≤ R3/2 かつ

4C1R

√
1

α2
+

1

β2
≤ 1

2√(
1 +

4C1

α
R

)2

+
(4C1

β

)2

R2 ≤ 2

(3.2.16)

をみたすようできる。これから先は R は常に R ≤ R3/2 かつ (3.2.16) を満
たすものとする。

0 < |x0| ≤ R とする。X ∈ Uλ
x0
に対して、

φx0(X)(t) = e−αtx0 + e−αt

∫ t

0

eαsF (X(s))ds

ψx0(X)(t) = −eβt

∫ ∞

t

e−βsG(X(s))ds

(3.2.17)

と定義する。さらに Φx0(X)(t) = (φx0(X)(t), ψx0(X)(t)) とおく。
ここで λ ∈ {0, α} とする。このとき Uα

x0
⊆ U0

x0
である。

補題 3.2.10. |x0| ≤ R とする。
(1) λ = 0, α とする。任意の X ∈ Uλ

x0
に対して、Φx0(X) ∈ Uλ

x0
. である。
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(2) Φx0(X) = X を満たす U0
x0
の元 X がただ一つ存在する。その X を X∗

とおき、X∗(t) = (x∗(t), y∗(t)) とする。X∗ ∈ Uα
x0
で、X∗ は (3.2.8) の t = 0

で初期値 (x0, y∗(0)) をもつ [0,∞) 上の解である。さらに任意の t ≥ 0 で
|x∗(t)| ≥ |y∗(t)|, |x∗(t)| は単調減少、dx∗/dt ̸= 0,

1

2
e−αt|x0| ≤ |x∗(t)| ≤

3

2
e−αt|x0| (3.2.18)

かつ

|y∗(t)| ≤
4C1

β
(e−αt|x0|)2 (3.2.19)

証明. λ = 0, α とする。
Step 1: λ = 0, α, X,Y ∈ Uλ

x0
に対して

||Φx0(X) − Φx0(Y )||λ ≤ 1

2
||X − Y ||λ (3.2.20)

Step 1 の証明∣∣∣∣∣e−αt

∫ t

0

eαs
(
F (X(s)) − F (Y (s)

)
ds

∣∣∣∣∣
≤ C1e

−αt

∫ t

0

e(α−2λ)seλs|X(s) − Y (s)|eλs(|X(s)| + |Y (s)|)ds

≤ C1
|e−2λt − e−αt|

α
||X − Y ||λ(||X||λ + ||Y ||λ) ≤ 4|x0|C1

e−λt

α
||X − Y ||λ

∣∣∣∣∣eβt

∫ ∞

t

e−βs
(
G(X(s)) − G(Y (s))

)
ds

∣∣∣∣∣
≤ C1e

βt

∫ ∞

t

e−(β+2λ)seλs|X(s) − Y (s)|eλs(|X(s)| + |Y (s)|)ds

≤ C1
e−2λt

β + 2λ
||X − Y ||λ(||X||λ + ||Y ||λ) ≤ 4|x0|C1

e−2λt

β
||X − Y ||λ

従って、

eλt|Φx0(X)(t) − Φx0(Y )(t)| ≤ 4C1|x0|
√

1

α2
+

1

β2
||X − Y ||λ

37



(3.2.16) より (3.2.20) を得る。
Step 2: λ = 0, α, X ∈ Uλ

x0
ならば Φx0(X) ∈ Uλ

x0

Step 2 の証明 Step 1 の証明と同様の議論より

e−αt

∣∣∣∣∣
∫ t

0

eαsF (X(s))ds

∣∣∣∣∣ ≤ C1
|e−2λt − e−αt|

α
||X||2λ ≤ 4C1

α
|x0|2e−λt (3.2.21)

eβt

∣∣∣∣∣
∫ ∞

t

e−βsG(X(s))ds

∣∣∣∣∣ ≤ C1
1

β
e−2λt||X||2λ ≤ 4C1

β
|x0|2e−2λt (3.2.22)

よって

eλt|φ(X)(t)| ≤ |x0|
(
1 +

4C1

α
|x0|

)
, eλt|ψ(X)(t)| ≤ 4C1

β
|x0|2

(3.2.16) より

||Φx0(X)||λ ≤ |x0|

√(
1 +

4C1

α
|x0|

)2

+
(4C1

β

)2

|x0|2 ≤ 2|x0| (3.2.23)

よって Φx0(X) ∈ Uλ
x0

.
Step 1, Step 2 より Φ は Uλ

x0
からそれ自身への連続写像である。

Step 3: Φx0(X∗) = X∗ を満たす X∗ ∈ Uα
x0
が存在する。

Step 3 の証明 X0 = (e−αtx0, 0) とおき、帰納的に Xn+1 = Φx0(Xn) と定義
する。n ≤ m ならば、(3.2.20) より

||Xm −Xn||λ ≤
m−1∑
i=n

||Xi+1 −Xi||λ ≤
∞∑

i=n

2−i||X1 −X0||λ = 2−n+1||X1 −X0||λ

従って各 t ≥ 0 で {Xm(t)}m≥0 は Cauchy 列である。その極限を X∗(t) とお
くとき、

||X∗ − Xn||λ ≤ 2−n+1||X1 − X0||λ
より n → ∞ で {Xn}n≥0 は X∗ に一様収束する。また n → ∞ で ||Xn|| →
||X|| であるから、X∗ ∈ Uλ

x0
であり Φ(X∗) = X∗ をみたす。

Step 4: Φx0(X) = X をみたす X ∈ U0
x0
はただ一つである。

Step 4 の証明 いま X,Y ∈ U0
x0
で Φx0(X) = X かつ Φx0(Y ) = Y とすると

き (3.2.20) より ||X − Y ||λ = ||Φx0(X) − Φx0(Y )||λ ≤ ||X − Y ||λ/2. 従って
||X − Y ||λ = 0. よって X = Y .
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さて Uα
x0

⊆ U0
x0
であるから Step 3 で構成した X∗ ∈ Uα

x0
は U0

x0
に属し、

Φx0(X∗) = X∗. Step 4 より X ∈ U0
x0
で Φx0(X) = X を満たすものは

X∗ に限ることがわかる。次に X∗(t) = (x∗(t), y∗(t)) とおいてその性質を
調べる。X∗ ∈ Uα

x0
より |x∗(t)| ≤ 2e−αt|x0| が成り立つ。R ≤ R3/2 より

X∗ : [0,∞) → B(0, R3) であり、X∗ は

x∗(t) = e−αtx0 + e−αt

∫ t

0

eαsF (x∗(s), y∗(s))ds

y∗(t) = −eβt

∫ ∞

t

e−βsG(x∗(s), y∗(s))ds

(3.2.24)

を満たすので (3.2.8) の解である。補題 3.2.8 より、任意の t > 0 で |x∗(t)| ≥
|y∗(t)| であり、 d

dt
x∗ ̸= 0 かつ |x∗(t)| は単調減少である。さて

F∗(t) = e−αt

∫ t

0

eαsF (X∗(s))ds

とおく。ここで (3.2.16) より、4C1R/α ≤ 1/2. よって (3.2.21) で λ = α と
すれば、

|F∗(t)| ≤
4C1

α
|x0|2e−αt ≤ |x0|

2
e−αt.

ここで x∗(t) = e−αtx0 + F∗(t) であるから (3.2.18)

1

2
e−αt|x0| ≤ |x∗(t)| ≤

3

2
e−αt|x0|

が t ∈ [0,∞) で成り立つ。一方 (3.2.22) で λ = α とすると、

|y∗(t)| ≤ eβt

∣∣∣∣∣
∫ ∞

t

G(X∗(s))ds

∣∣∣∣∣ ≤ 4C1

β
|e−αtR|2

従って (3.2.19) を得る。

定理 3.2.5 の証明. ρ = ±R として、補題 3.2.10 を用いて Φρ(X∗) = X∗ を
満たす X∗ ∈ Uα

ρ をとる。X∗(t) = (x∗(t), y∗(t)) とおく。X∗ は (3.2.8) の
解である。さらに任意の t > 0 で |x∗(t)| ≥ |y∗(t)| であり、 d

dt
x∗ ̸= 0 か

つ |x∗(t)| は単調減少である。x∗(t) は C1 級であるので、逆関数定理を用
いれば x∗ : [0,∞) → [0, R] の逆関数 ξ : [0, R] → (0,∞) は C1 級である。
ϕ(x) = y∗(ξ(x)) と定義すると、x ̸= 0 では ϕ は C1 級であり、

dϕ

dx
=

dy∗
dt

/dx∗

dt
=

βy∗ + G(x∗, y∗)

−αx∗ + F (x∗, y∗)
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が成り立つ。ここで ϕ(0) = 0 と定義する。
dϕ
dx

(0) = 0 の証明： (3.2.18) と (3.2.19) より

∣∣∣ϕ(x∗)

x∗

∣∣∣ =
∣∣∣y∗(t)
x∗(t)

∣∣∣ ≤ 8C1

β
e−αtR

x∗ → 0 ⇔ t → 0 より ϕ は x = 0 で微分可能であり dϕ
dx

(0) = 0.
x = 0 で dϕ/dx が連続であること: (3.2.14) と (3.2.18) より、∣∣∣dx∗

dt

∣∣∣ ≥ α

2
|x| ≥ α

4
e−αtR

また補題 3.2.6 と (3.2.19) より∣∣∣dy∗
dt

∣∣∣ ≤ β|y| + C1((x∗)
2 + (y∗)

2) ≤ ce−2αtR

従って

|dϕ

dx
| =

∣∣∣dy∗
dt

/dx∗

dt

∣∣∣ ≤ c′e−αt

これより x → 0 で dϕ/dx → 0 となる。
さて、|x0| ≤ R とする。このとき、ある t0 ≥ 0 で x∗(t0) = x0 となる。

ここで X(t : x0) = X∗(t − t0), x(t : x0) = x∗(t − t0), y(t : x0) = x∗(t − t0) と
定義すると、X(t : x0) は t = 0 で初期値 (x0, ϕ(x0) をとる (3.2.8) の [0,∞)
上の解である。このとき、y(t : x0) = ϕ

(
x(t : x0)

)
をみたす。

X(t) : [0,∞) → B(0, R) を supt∈[0,∞) |X(t)| ≤ R をみたす (3.2.8) の
解とする。X(t) = (x(t), y(t)), x0 = x(0) とおく。補題 3.2.8 より任意の
t ∈ [0,∞) で |x(0)| ≥ |x(t)| ≥ |y(t)|. 従って |X(t)| ≤

√
2|x(t)| ≤

√
2|x0|.

よって X ∈ U0
x0

. 補題 3.2.9 より Φ(X) = X である。上の議論より Y ∈ U0
x0

で Φ(Y ) = Y を満たすのはただ一つでありそれは X(t : x0) である。従って
X(t) = X(t : x0).
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演習 1. x : [0, T ] → R は [0, T ] 上微分可能である。さらに f : [0, T ] → R, g :
[0, T ] → R は [0, T ] 上連続であるとする。任意の t ∈ [0, T ] に対して

dx

dt
≤ f(t)x(t) + g(t)

が成り立つとする。F (t) =
∫ t

0
f(s)ds とするとき、任意の t ∈ [0, T ] で

x(t) ≤ eF (t)x(0) +

∫ t

0

eF (t)−F (s)g(s)ds

が成り立つことを示せ。

略解. 与えられた不等式より、

d

dt

(
e−F (t)x(t)

)
= e−F (t)dx

dt
− e−F (t)f(t)x(t) ≤ e−F (t)g(t)

積分して

e−F (t)x(t) − x(0) ≤
∫ t

0

e−F (s)g(s)ds

これを整理すれば題意の不等式を得る。

演習 2. x = (x1, x2) ∈ R2 に対して x の Euclid のノルム |x|2 を |x|2 =√
(x1)2 + (x2)2 と定義する。 || · || を R2 のノルムとするとき、| · |2 と || · ||

は同値であることを示せ。

略解. 命題 2.1.5 の証明

演習 3. L1(N) = {f |f : N → R,
∑

i∈N |f(i)| < ∞} とし、f ∈ L1(N) に対し
て ||f || =

∑
i∈N |f(i)| と定義する。

(1) || · || は L2(N) のノルムであることを示せ。
(2) f ∈ L1(N) とする。 Af : N → R を任意の n ∈ N に対して (Af)(n) =
f(n + 1) と定義するとき Af ∈ L1(N) であり、A : L1(N) → L1(N) は有界線
型作用素であることを示せ。さらに A の作用素ノルム ||A||L1(N) の値を求め
よ。
(3) f ∈ L1(N) とする。任意の n ∈ N に対して

(etAf)(n) =
∞∑

m=0

tm

m!
f(n + m)

が成り立つことを示せ。
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略解. (1)

||f + g|| =
∑
i∈N

|f(i) + g(i)| ≤
∑
i∈N

|f(i)| + |g(i)| ≤ ||f || + ||g||

などノルムの性質を全て示す。
(2) ∑

i∈N

|(Af)(i)| =
∑
i≥2

|f(i)| ≤ ||f ||

より Af ∈ L1(N) で ||Af || ≤ ||f ||. a1 = 0 のときは ||Af || = ||f || であるか
ら、||A||L1(N) = 1.
(3) (Amf)(n) = f(n + m) であり、etAf =

∑
j≥0 tjAjf より

演習 4. a, b, c を実数とする。微分方程式

d3x

dt3
+ a

d2x

dt2
+ b

dx

dt
+ cx = 0

の任意の解が、ある実数 α, β に対して x(t) = e−t(α + βt) と表されることは
あり得るか？

略解. y = dx
dt

, z = dy
dt
とおくと、

d

dt

x
y
z

 =

 0 1 0
0 0 1
−c −b −a

x
y
z


上の 3 行 3 列の行列を A とおく。任意の解が x(t) = e−t(α + βt) と書ける
ことより、A は −1 のみを固有値とする。従って A の固有多項式は (λ+1)3.
これより a = 3, b = 3, c = 1 となる。このとき、A の固有値 1 に属する固有

空間は

 s
−s
s

 でその次元は 1. 従って A の Jordan 標準形は

−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1


となり、微分方程式の解で e−tt2 の項を含むものが存在する。これは矛盾。
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演習 5. f : R2 → R は R2 上 C2 級であるとする。原点 0 = (0, 0) は次の微
分方程式

dx

dt
=

∂f

∂y
(x, y)

dy

dt
= −∂f

∂x
(x, y)

の定常点であるとする。原点 0 は安定ではないことを示せ。

略解. 原点における線型化は、a = ∂2f
∂x∂y

(0), b = ∂2f
∂y2 (0), c = ∂2f

∂x2 (0) とおくと、

d

dt

(
x
y

)
=

(
a b
c −a

) (
x
y

)
固有多項式は、

λ2 − a2 − bc = 0

解は a2 + bc > 0 なら正と負の２つ、a2 + bc = 0 なら 0、a2 + bc < 0 なら純
虚数。よって原点は安定でない。

演習 6. f : R2 → R は R2 上 C2 級であるとする。原点 0 = (0, 0) は次の微
分方程式

dx

dt
=

∂f

∂x
(x, y)

dy

dt
=

∂f

∂y
(x, y)

の定常点であるとする。原点 0 が安定ならば、f(x, y) は 0 で極小値をとる
ことを示せ。

略解. 原点における線型化は、a = ∂2f
∂y2 (0), b = ∂2f

∂x∂y
(0), c = ∂2f

∂x2 (0) とおくと、

d

dt

(
x
y

)
=

(
a b
b c

)(
x
y

)
固有多項式は、

(λ − a)(λ − c) − b2 = 0

この解は実数である。ここで
安定 ⇔ 固有多項式の解が全て負　⇔ ２次形式

ax2 + 2bxy + cy2

が負定置 ⇒ f(x, y) が 0 で極小になる。
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演習 7. 次の微分方程式について以下の問いに答えよ。

dx

dt
= −x

dy

dt
= y − x3,

(1) 原点 0 = (0, 0) は双曲的な定常点であることを示せ。
(2) 原点における安定多様体を求めよ。

略解. (1) 原点における線型化の固有値は 1,−1
(2) 方程式を解くと

x(t) = x0e
−t

y(t) = (y0 −
1

4
(x0)

3)et +
(x0)

3

4
e−3t

従って安定多様体は、y =
x3

4
.

演習 8. 次の微分方程式について以下の問いに答えよ。

dx

dt
= x3 − x

(1) 定常点を全て求め、それらが安定であるかどうかを調べよ。
(2) 0 < x0 < 1 とする。t = 0 で初期値 x0 をとる解を x(t) とする。x(t) が
[0, T ) 上定義されているとするとき、任意の t ∈ [0, T ) で x(t) ∈ (0, x0] であ
り、α = x0(1 − (x0)

2) とおくと、x′(t) ≤ −αx(t) が成り立つことを示せ。
(3) 0 < x0 < 1 とする。t = 0 で初期値 x0 をとる解 x(t) は [0,∞) 上存在
し、 lim

t→∞
x(t) = 0 となることを示せ。

略解. (1) 定常点は x = −1, 0, 1. −1, 1 は安定でない。0 は安定。
(2) (i) 任意の t ∈ [0, T ) で x(t) > 0.
(i)の証明：任意の tで x∗(t) = 0とする。x∗ は解である。ある t∗ で x(t∗) = 0
とするとき、x∗(t∗) = x(t∗) であり、t = t∗ で 0 をとる解の一意性より
x(t) = x∗(t)。これは x(0) = x0 > 0 に矛盾
(ii) 任意の t ∈ [0, T ) で 0 < x(t) < x0.
(ii)の証明：ある T∗ ∈ (0, T )で x(T∗) > x0とする。T1 = inf{t|t ∈ [0, T ), x(t) ≥
x0} とおく。x(0) = x0 < 1 で x(t) は連続なので T1 > 0。(i) より 0 ≤ t ≤ T1

で x(t) ∈ (0, x0) なので、x′(t) = x(t)(x(t)2 − 1) < 0。従って [0, T1] 上で x(t)
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は単調減少であり、x(T1) ≤ x0 < 1。 これは x(T1) = x0 に矛盾。従って任
意の t ∈ [0, T ) で x(t) < x0。
(i), (ii) より任意の t ∈ (0, T ] で x(t) ∈ (0, x0]. いま x ∈ (0, x0] ならば、

x(x2 − 1) ≤ −αx

(3) T < +∞ とすると、t ↑ T で解は爆発する。ところが、(2) より任意の
t ∈ [0, T ) で x(t) ∈ (0, x0]. 従って T = ∞. (2) より dx

dt
≤ −αx. よって、

d
dt

(eαtx) ≤ 0. これより、
x(t) ≤ e−αtx0

従って 0 < x(t) ≤ e−αtx0. よって limt→∞ x(t) = 0.
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