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Chapter 1

ベクトル空間

1.1 ベクトル空間の定義
例 1.1.1. K = R, C とする。

Kn =

{x1
...

xn

∣∣∣∣∣x1, · · · , xn ∈ K

}

x =

x1
...

xn

 , y =

y1
...

yn

 ∈ Kn に対して和 x+y ∈ Kn をx+y =

x1 + y1
...

xn + yn

。
スカラー α ∈ K に対して αx ∈ Kn を αx =

αx1
...

αxn

 と定義する。
ベクトル空間 = たし算と定数倍が定義されている集合
定数 = 実数 R または複素数 C （一般には可換体）

定義 1.1.2. K = R, C とする。集合 U が K-ベクトル空間 (K-vector space)
であるとは、任意の u, v ∈ U に対して u + v, 任意の α ∈ K および任意の
u ∈ U に対して α · u が決まって次の (V1) から (V7) の性質を満たすこと、

(V1) a, b, c ∈ U ⇒ (a + b) + c = a + (b + c)

(V2) a, b ∈ U ⇒ a + b = b + a
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(V3) ある 0 ∈ U があって任意の a ∈ U に対して a + 0 = a
0 を零ベクトル (zero vector) という。

(V4) 任意の a ∈ U に対してある x ∈ U があり a + x = 0. （すなわちたし算
にかんする逆元の存在）

(V5) 任意の a ∈ U に対して 1 · a = a. ただし 1 ∈ K.

(V6) 任意の a, b ∈ U , 任意の α ∈ K に対して α · (a + b) = (α · a) + (α · b).
(V7) 任意の a ∈ U , 任意の α, β ∈ K に対して
(α + β) · a = (α · a) + (β · a), (αβ) · a = α · (β · a)

u, v ∈ U に対して u + v を u と v の和、α ∈ K, u ∈ U に対して α · u を
u の定数倍（スカラー倍）という。α · u を αu と書く。

注意. U がべクトル空間ならば、任意の u ∈ U に対して 0 · u = 0
(0 · u) + (0 · u) = (0 + 0) · u = 0 · u より

例 1.1.3. K = R, C とする。
(1) Rn は R-vector space, Cn は C-vetor space

(2) Tn(K) = {a0 + a1x + · · · + anxn|a0, a1, · · · , an ∈ K} とする。Tn(K) は
K を係数とする x の n 次以下の多項式の全体。Tn(K) は K-vector space.

(3) C([0, 1]) = {f : [0, 1] → R|f は連続 } とする。C([0, 1]) は [0, 1] 区間上の
（実数値）連続関数の全体。C([0, 1]) は R-vector space.

(4) Mm,n(K) = K を要素とする m 行 n 列の行列の全体

Mm,n(K) =

{a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

∣∣∣∣∣1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n に対して aij ∈ K

}

1.2 ベクトル空間の基底

R-vector space R2 を考える。e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
とする。このとき任意の

x =

(
x1

x2

)
∈ R2 に対して

x = x1e1 + x2e2

となる。つまりすべてのベクトルを e1, e2 を用いて表すことができる。
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次に f1 =

(
1
1

)
, f2 =

(
1
−1

)
とする。このとき、任意のベクトル x =

(
x1

x2

)
を

x =

(
x1

x2

)
=
(x1 + x2

2

)
f1 +

(x1 − x2

2

)
f2

のように f1, f2 を用いて表すことができる。このようなベクトルの組 (e1, e2)
や (f1, f2) をベクトル空間 R2 の基底とよぶ。

(e1, e2, f1) を用いて任意のベクトルを表すことができるが、この場合たと
えば (

1
2

)
= e1 + 2e2 = e2 + f1

のように表し方が一通りではない。
定義 1.2.1 (基底). K = R, C とする。U を K-vector space、e1, · · · , en ∈ U
とする。

(1) (e1, · · · , en)が１次独立 (linearly independent)であるとは、任意の x1, · · · , xn ∈
K に対して x1e1 + · · ·+ xnen = 0 ならば x1 = · · · = xn = 0 が成り立つこと
である。

(2) (e1, · · · , en) が U の基底 (base, basis) を成すとは、次の (B1), (B2) が成
り立つことである。
(B1) (e1, · · · , en) は１次独立
(B2) 任意の x ∈ U に対してある x1, · · · , xn ∈ K があって、x = x1e1 +
· · · + xnen と書ける。

(B2)における

x1
...

xn

 ∈ Kn を基底 (e1, · · · , en)に関する xの座標という。

注意. (e1, · · · , en) が U の基底ならば、x ∈ U の (e1, · · · , en) に関する座標

は一通りに定まる。実際

x1
...

xn

 ,

y1
...

yn

 が共に x ∈ U の (e1, · · · , en) に関す

る座標であるとするとき

x1e1 + · · · + xnen = y1e1 + · · · + ynen

したがって
(x1 − y1)e1 + · · · + (xn − yn)en = 0

(e1, · · · , en) は１次独立なので x1 − y1 = · · · = xn − yn = 0.
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例 1.2.2. K = R, C とする。
(1) K-vector space Kn において

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =


0
1
...
0

 , · · · , en =


0
0
...
1


とおくとき (e1, · · · , en) は Kn の基底

(2) Tn(K) において (1, x, x2, · · · , xn) は基底
(3) Mm,n(K) において、1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n となる i, j に対して A(i, j) ∈
Mm,n(K)を (i, j)-成分が 1でその他の成分はすべて 0であるようなものと定
める。このとき (A(i, j)|1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m) は Mm,n(K) の基底である。
注意. 有限個のべクトルからなる基底を持たないベクトル空間もある。

T(R) =実数係数の x の多項式の全体

とする。f1, · · · , fm ∈ T(R)とするとき f1, · · · , fm の次数の最大を N として
おく。このとき任意の α1, · · · , αm ∈ R に対して α1f1 + · · · + αmfm ∈ T(R)
の次数は高々 N である。従って、(f1 · · · , fm) は T(R) の基底にはなれない。
例題 1.2.3. R-vector space R3 の元 f1, f2, f3 を

f1 =

1
0
0

 , f2 =

1
1
0

 , f3 =

1
1
1


で与えるとき (f1, f2, f3) は R3 の基底になることを示せ。

解答. 任意の x =

x1

x2

x3

 に対して、
x = (x1 − x2)f1 + (x2 − x3)f2 + x3f3

が成り立つ。さらに k1, k2, k3 ∈ R に対して k1f1 + k2f2 + k3f3 = 0 とする
とき、 k1 + k2 + k3

k2 + k3

k3

 =

0
0
0


これより k1 = k2 = k3 = 0 となり (f1, f2, f3) は１次独立である。
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例題 1.2.4. g1, g2, g3 ∈ R3 を

g1 =

 1
0
−1

 , g2 =

 1
−1
0

 , g3 =

 0
1
−1


とする。(g1, g2, g3) は R3 の基底になるか？

解答. いま g1 − g2 − g3 = 0 より (g1, g2, g3) は１次独立ではない。

演習 1.1. C = {α + βi|α, β ∈ R} は、k ∈ R, z ∈ C に対して通常の積 kz
でスカラー倍を定義するとき、R-vector space となることを示せ。さらに、
(1, i) は R-vector space としての C の基底であることを示せ。

演習 1.2. a1, a2, a3 ∈ R を

a1 =

 2
−1
1

 , a2 =

−1
2
3

 , a3 =

 0
−3
2


で与える。このとき (a1, a2, a3) は R3 の基底になることを示せ。さらに、−1

0
1

 および
1

2
3

 の (a1, a2, a3) に関する座標を求めよ。

1.3 ベクトル空間の次元
定理 1.3.1. U を vetor space, (e1, · · · , en) を U の基底とする。このとき
m > n に対して、f1, · · · , fm ∈ U とするとき (f1, · · · , fm) は１次独立では
ない。

系 1.3.2. U を vector space, (e1, · · · , en) および (f1, · · · , fm) を U の基底と
するとき m = n.

定義 1.3.3. K = R or C. U を K-vector space とする。U が（有限個の
元からなる）基底をもつとき U を有限次元 vector space という。そして
(e1, · · · , en) が U の基底であるとき n を vector space U の（K 上の）次元
(dimension) と呼び n = dimK U と書く。暗黙のうちに K がわかっていると
きは dimK U のかわりに dim U を用いることもある。
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注意. vetor space U が有限個のベクトルからなる基底を持たないときは、U
は無限次元のベクトル空間という。1.2 の T (R) は無限次元のベクトル空間
の例である。
例 1.3.4. (1) dimR Rn = n.

(2) dimC Cn = n, dimR Cn = 2n.

(3) dimK Tn(K) = n + 1.

(4) dimK Mm,n(K) = mn.

定理 1.3.1 の証明のための準備をする。
補題 1.3.5. U を vector space、e1, · · · , en ∈ U とする。このとき次の 3つの
条件は同値である。

(1) (e1, · · · , en) は１次独立である。
(2) π : {1, · · · , n} → {1, · · · , n} を一対一の写像とするとき (eπ(1), · · · , eπ(n))
は１次独立である。

(3) α, β ∈ K, α 6= 0, i, j ∈ {1, · · · , n}, i 6= j に対して ei を αei + βej に置き
換えたものが１次独立である。

例題 1.3.6.


3
0
0
5

 ,


0
1
0
4

 ,


2
0
1
17

 ,


2
−3
4
12

 ∈ R4 は１次独立か？

解答. 補題 1.3.5 の操作を繰り返して１次独立かどうかが明らかな形に変形
する。 

3 0 2 2
0 1 0 −3
0 0 1 4
5 4 17 12

 4c−3c−−−→
1c−3c


1 0 2 0
0 1 0 −3
−1 0 1 3
−12 4 17 −5


3c−2×1c−−−−−→


1 0 0 0
0 1 0 −3
−1 0 3 3
−12 4 41 −5

 4c+3×2c−−−−−→


1 0 0 0
0 1 0 0
−1 0 3 3
−12 4 41 7


(4c−3c)/(−34)−−−−−−−−→


1 0 0 0
0 1 0 0
−1 0 3 0
−12 4 41 1


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これより与えられた 4つのベクトルは１次独立である。

演習 1.3.

f1 =


4
−5
2
6

 , f2 =


2
−2
1
3

 , f3 =


6
−3
3
9

 , f4 =


4
−1
5
6


とおく。(f1, f2, f3, f4) は R4 で１次独立か？

補題 1.3.7. K = R or C とする。Kn の n + 1 個のベクトルは１次独立では
ない。

証明. n に関する数学的帰納法を用いる。
n = 1 のとき、a1, a2 ∈ K とする。a2 = 0 ならば 0 · a1 + 1 · a2 = 0、a2 6= 0
ならば 1 · a1 + (−a1/a2) · a2 = 0. 従って (a1, a2) は１次独立ではない。
n− 1 まで成立したとする。すなわち Kn−1 の n 個のベクトルは１次独立で

はない。いま a1, · · · , an+1 ∈ Kn で 　 i = 1, · · · , n + 1 で ai =

a1i
...

ani

 とす
る。

Case 1 すべての i に対して ani = 0 ならば ãi =

 a1i
...

an−1 i

 ∈ Kn−1 とおく。

(ã1, · · · , ãn+1)は帰納法の仮定より１次独立でない。従って (a1, · · · , an+1)も
１次独立でない。
Case 2 ある i で ani 6= 0 のとき、補題 1.3.5 の操作を Step 1, Step 2, Step
3 以下のように繰り返す。
Step 1 an+1 と ai を入れ換えて、an n+1 6= 0 としてよい。
Step 2 次に an+1 を an n+1 で割ることにより、an n+1 = 1 としてよい。
Step 3 さらに i = 1, · · · , n に対して ai を ai − ani × an+1 で置き換えるこ
とで、ani = 0 が i = 1, · · · , n で成り立つとしてよい。
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a11 a1i a1 n+1
... · · · ... · · · ...

an1 ani 6= 0 an n+1

 Step 1−−−−−→
ai↔an+1

a11 a1 n+1
... · · · ...

an1 an n+1 6= 0


Step 2−−−−−−−→

an+1/ann+1

a11 a1 n+1
... · · · ...

an1 1

 Step 3−−−−−−−−→
ai−ani×an+1


a1 n+1

ã1 · · · ãn
...

an−1 n+1

0 · · · 0 1



ここで ãi =

 a1i
...

an−1 i

 ∈ Kn−1 とすると (ã1, · · · , ãn) は帰納法の仮定より

１次独立でない。従って (a1, · · · , an+1) は１次独立でない。

定理 1.3.1 の証明. K = R or C として、U は K-vector space とする。い
ま m = n + 1 としても一般性を失わない。fi の (e1, · · · , en) に関する座標を

ai =

a1i
...

ani

 ∈ Kn とする。このとき

U で (f1, · · · , fn+1) が１次独立 ⇔ Kn で (a1, · · · , an+1) が１次独立
補題 1.3.7 より (f1, · · · , fn+1) は１次独立でない。

定義 1.3.8. K = R or C. U を K-vector space とする。f1, · · · , fm ∈ U に
対して、

〈f1, · · · , fm〉 = {u|ある k1, · · · , km ∈ K に対して u = k1f1 + · · · + kmfm}

この定義より、すぐに次の補題が得られる。

補題 1.3.9. U を vector space とするとき、f1, · · · , fn ∈ U に対して、

(f1, · · · , fn) が U の基底 ⇔ (f1, · · · , fn) は１次独立かつ U = 〈f1, · · · , fn〉.

補題 1.3.10. U を vector space, f1, · · · , fm ∈ U であり (f1, · · · , fm) は１
次独立であるとする。いま u ∈ U が u /∈ 〈f1, · · · , fm〉 をみたすならば、
(f1, · · · , fm, u) は１次独立である。

9



証明. k1, · · · , km, k ∈ K に対して、k1f1 + · · · + kmfm + ku = 0 とする。こ
のとき u /∈ 〈f1, · · · , fm〉 より k = 0. ここで (f1, · · · , fm) は１次独立である
から k1 = · · · = km = 0. 従って (f1, · · · , fm, u) は１次独立。

補題 1.3.11. U を有限次元の vector space, dim U = nとする。いま f1, · · · , fn ∈
U で (f1, · · · , fn) が１次独立ならば (f1, · · · , fn) は U の基底である。

証明. ある u ∈ U で u /∈ 〈f1, · · · , fn〉 とするとき (f1, · · · , fn, u) は１次独
立。これは定理 1.3.1 に反する。従って U = 〈f1, · · · , fn〉. 補題 1.3.9 より
(f1, · · · , fn) は基底である。

定理 1.3.12. U を有限次元の vector space, dim U = n とする。このとき
m < n に対して f1, · · · , fm ∈ U かつ (f1, · · · , fm) は１次独立であるとする。
このときある fm+1, · · · , fn ∈ U がとれて、(f1, · · · , fn) が U の基底となる
ようにできる。

証明. m < n であるから定理 1.3.1 より (f1, · · · , fm) は U の基底ではな
い。従って補題 1.3.9 より U 6= 〈f1, · · · , fm〉. すなわちある u ∈ U で u /∈
〈f1, · · · , fm〉. 補題 1.3.10 より (f1, · · · , fm, u) は１次独立である。u = fm+1

とする。この操作を繰り返すことで fm+1, · · · , fn ∈ U を (f1, · · · , fn) が１
次独立となるように選ぶことができる。ここで補題 1.3.11 より (f1, · · · , fn)
は U の基底となる。

例題 1.3.13. k ∈ R に対して f1(x) = (1 − k) + 2x + 4x2, f2(x) = −4 + (7 −
k)x + 10x2, f3(x) = −2 + 4x + (6 + k)x2 とする。(f1, f2, f3) が T2(R) の基
底となるための k に関する必要十分条件を求めよ。

解答. dim T2(R) = 3 であるので、補題 1.3.11 より (f1, f2, f3) が１次独立
⇔ (f1, f2, f3) が T2(R) の基底。いま f1, f2, f3 の (1, x, x2) に関する座標を
考える。1 − k −4 −2

2 7 − k 4
4 10 6 + k

 2c−2×3c−−−−−→

1 − k 0 −2
2 −(k + 1) 4
4 −2(k + 1) 6 + k


k = −1 のとき 2列目は 0 であるので１次独立でない。k 6= −1 のときは 2列
目を −(k + 1) で割っておく。1 − k 0 −2

2 1 4
4 2 6 + k

 3c−4×2c−−−−−→
1c−2×2c

1 − k 0 −2
0 1 0
0 2 k − 2


10



k = 1 のとき 1列目は 0 であるので１次独立でない。k 6= 1 のときは 1列目
を 1 − k で割っておく。1 0 −2

0 1 0
0 2 k − 2

 3c+2×1c−−−−−→

1 0 0
0 1 0
0 2 k − 2


k = 2のときは 3列目が 0であるので１次独立ではない。k 6= 2のときは 3列
目を k−2で割っておけば１次独立であることがわかる。以上より (f1, f2, f3)
が基底になるための必要十分条件は k /∈ {−1, 1, 2}.

1.4 部分ベクトル空間
定義 1.4.1. K = R or C, U を K-vector space とする。このとき V ⊆ U が
U の部分ベクトル空間 (subspace) であるとは、

(1) 任意の u, v ∈ V に対して u + v ∈ U ,

(2) 任意の k ∈ K, 任意の u ∈ V に対して ku ∈ V
が成り立つことである。

この定義より次の命題は明らかである。

命題 1.4.2. U を K-vector space, V ⊆ U を U の subspace とするとき、V
は U の和および定数倍（を V に制限したもの）に関して K-vector space で
ある。

さらに 〈·〉 の定義（定義 1.3.8）より次の命題も明らかである。

命題 1.4.3. U を vector space, a1, · · · , am ∈ U とする。このとき 〈a1, · · · , am〉
は U の subspace である。〈a1, · · · , am〉 を (a1, · · · , am) で生成される U の
subspace という。

例 1.4.4. (1) R3 の部分集合 V =

{x
y
z

∣∣∣∣∣x + 3y = z

}
とする。このとき

V は R3 の subspace である。また V =

〈1
0
1

 ,

0
1
3

〉 である。
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(2) R3 ⊃ V =

{x
y
z

∣∣∣∣∣x ≥ y ≥ z

}
とする。このとき V は R3 の subspace

ではない。実際、

3
2
1

 ∈ V であるが、−

3
2
1

 /∈ V .

(3) R を C の部分集合と考える。このとき C を R-vector space と見なすと
きは R は C の subspace である。しかしながら、C を C-vector space と見
なすときは R は C の subspace ではない。

(4) 例 1.1.3-(3) で定義された R-vector space C([0, 1]) の部分集合 V を V =

{f |f ∈ C([0, 1]),
∫ 1

0
f(x)dx = 0}とする。このとき V は C([0, 1])の subspace

である。
定理 1.4.5. U を vector space, a1, · · · , am ∈ U で少なくとも一つの ai 6= 0 と
する。このときある 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m で (ai1 , · · · , aik) が 〈a1, · · · , am〉
の基底となるものが存在する。特に 〈a1, · · · , am〉 は有限次元 vector space で
ある。
証明.

B = {(aj1 , · · · , ajl
)|1 ≤ l ≤ m, 1 ≤ j1 < · · · < jl ≤ m,

(aj1 , . . . , ajl
) は１次独立 }

とする。 B はたかだか有限集合である。また、ai 6= 0 となる ai に対して
(ai) ∈ B より B は空集合でない。ここで B の元のうち l が最大である
ようなものを、(ai1 , · · · , aik) とする。（すなわち k が l の最大値）ここで
i1, · · · , ik に入らない i に対して、(ai1 , · · · , aik , ai) は１次独立ではないので、
ある α1, · · · , αk, α があって

α1ai1 + · · · + αkaik + αai = 0

かつ (α1, · · · , αk, α) 6= (0, · · · , 0, 0). いま α = 0 とするとき (ai1 · · · , aik) は
１次独立より (α1, · · · , αk) = (0, · · · , 0). これは矛盾。従って α 6= 0. これよ
り ai = (α1/α)ai1 + · · · + (αk/α)aik となるので ai ∈ 〈ai1 , · · · , aik〉. よって
〈a1, · · · , am〉 = 〈ai1 , · · · , aik〉. ゆえに (ai1 , · · · , aik) は 〈a1, · · · , am〉 の基底で
ある。

上の定理（の証明）より

dim 〈a1, · · · , am〉 = a1, · · · , am から選ぶことができる
１次独立なベクトルの組の含むベクトルの数の最大値 ≤ m
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定義 1.4.6. U を vector space, a1, · · · , am ∈ U とする。このとき (a1, · · · , am)
の階数 (rank), rank (a1, · · · , am) を

rank (a1, · · · , am) = dim 〈a1, · · · , am〉

と定義する。

rank (a1, · · · , am) ≤ m である。

命題 1.4.7 (rankの計算：列に関する基本変形). U をK-vector space, a1, · · · , am ∈
U とする。

(1) π : {1, · · · ,m} → {1, · · · ,m} を一対一の写像とするとき、

rank (a1, · · · , am) = rank (aπ(1), · · · , aπ(m)).

(2) α, β ∈ K, α 6= 0, i 6= j に対して、

rank (a1, · · · , ai, · · · , am) = rank (a1, · · · , αai + βaj, · · · , am).

例題 1.4.8. a1, a2, a3, a4, a5 ∈ R4 をそれぞれ、
1
1
−1
−1

 ,


3
2
1
−2

 ,


0
1
−4
−1

 ,


1
2
3
−2

 ,


3
0
1
0


とする。rank (a1, · · · , a5) を求めよ。

解答. 
1 3 0 1 3
1 2 1 2 0
−1 1 −4 3 1
−1 −2 −1 −2 0

 5c−3×1c−−−−−−−−→
2c−3×1c,4c−1c


1 0 0 0 0
1 −1 1 1 −3
−1 4 −4 4 4
−1 1 −1 −1 3


(4c−3c)/8,5c+3×3c−−−−−−−−−−−→

1c−3c,2c+3c


1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
3 0 −4 1 −8
0 0 −1 0 0

 4c+8×3c−−−−−−−−−−→
1c−3×8c,3c+4×8c


1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 −1 0 0


これより rank (a1, · · · , a5) = 3
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演習 1.4. a1, a2, a3, a4 ∈ R4 をそれぞれ
1
−1
1
−1

 ,


7
9
5
−3

 ,


1
3
−2
0

 ,


2
6
−4
0


とする。このとき rank (a1, · · · , a4) を求めよ。

演習 1.5. a1, a2, a3, a4, a5 ∈ R4 をそれぞれ
1
1
0
1

 ,


1
2
−1
1

 ,


1
3
−2
1

 ,


1
−2
3
1

 ,


1
−1
2
1


とする。このとき rank (a1, · · · , a5) を求めよ。さらに (a1, · · · , a5) の中から
適当に選んで、〈a1, · · · , a5〉 の基底を作れ。

定理 1.4.9. U を有限次元 vector space, V を U の subspace とする。このと
き V も有限次元であり、dim V ≤ dim U .

証明. dim U = n とする。いま、

A = {(f1, · · · , fm)|f1, · · · , fm ∈ V, (f1, · · · , fm) は１次独立 }

とすると、定理 1.3.1より (f1, · · · , fm) ∈ Aならばm ≤ n. 従って {m|(f1, · · · , fm) ∈
A}は最大値をもつ。その最大値を k として、 (a1, · · · , ak) ∈ Aを選ぶ. もし
ある a ∈ V に対して、a /∈ 〈a1, · · · , ak〉ならば補題 1.3.10より (a1, · · · , ak, a)
は１次独立である。これは k の取り方に矛盾するので、V = 〈a1, · · · , ak〉.
従って (a1, · · · , ak) は V の基底となり、dim V = k.

定理 1.4.10. U を vector space, V1, V2 を U の subspaces とする。このとき、

V1 + V2 = {x1 + x2|x1 ∈ V1, x2 ∈ V2}

とすれば、V1 + V2 は U の subspace である。さらに
(1) V1 + V2 は V1 ∪ V2 を含む U の subspaces のうち最小のものである。
(2) V1 + V2 が有限次元のとき、

dim V1 + V2 = dim V1 + dim V2 − dim V1 ∩ V2
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証明. (2)以外は明らか。いま V1∩V2の基底を (e1, · · · , ek)とする。このとき、
定理 1.3.12よりある a1, · · · , an ∈ V1, b1, · · · , bm ∈ V2で (e1, · · · , ek, a1, · · · , an),
(e1, · · · , ek, b1, · · · , bm) がそれぞれ V1, V2 の基底となるものが存在する。こ
こで V1 + V1 = 〈e1, · · · , ek, a1, · · · , an, b1, · · · , bm〉. さて、

γ1e1 + · · · + γkek + α1a1 + · · · + αnan + β1b1 + · · · + βmbm = 0

とし、
x = γ1e1 + · · · + γkek + α1a1 + · · · + αnan = −(β1b1 + · · · + βmbm)

とおく。このとき x ∈ V1∩V2 より α1 = · · · = αn = β1 = · · · = βm = 0. した
がって x = 0. これより γ1 = · · · = γk = 0. 以上より (e1, · · · , ek, a1, · · · , an, b1, · · · , bm)
は１次独立であり、V1 +V2 の基底となる。よって dim V1 + V2 = k+m+n =
(n + k) + (m + k) − k = dim V1 + dim V2 − dim V1 ∩ V2.

系 1.4.11. U を vector space, V1, V2 を U の subspaces とする。このとき次
の (1), (2) は同値である。

(1) V1 ∩ V2 = {0}
(2) 任意の x ∈ V1 + V2 に対して、(x1, x2) ∈ V1 × V2 がただ一組あって x =
x1 + x2.
さらに V1 + V2 が有限次元ならば (1), (2) は次の (3) とも同値である。

(3) dim V1 + V2 = dim V1 + dim V2

証明. (1) ⇒ (2): (x1, x2), (y1, y2) ∈ V1 ×V2 で x1 +x2 = y1 + y2 とするとき、
x1 − y1 = y2 − x2 ∈ V1 ∩ V2 より x1 = y1, x2 = y2

(2) ⇒ (1): x ∈ V1 ∩ V2 とする。このとき (x, 0), (0, x) ∈ V1 × V2 である。(2)
より (x, 0) = (0, x). よって x = 0.
(1) ⇔ (3) は定理 1.4.10-(2) より明らか。
定義 1.4.12. 系 1.4.11 の状況のとき V1 + V2 を V1 ⊕ V2 と書き V1 と V2 の
直和と呼ぶ。
演習 1.6. 次の (1), (2) について、V ⊂ U は U の subspace であることを示
し、さらにその基底を一組求めよ。

(1) U = R4 and

V =

{
x1

x2

x3

x4


∣∣∣∣∣x1 + 2x2 = 0, x1 + x3 + x4 = 0

}

(2) U = T3(R) and V = {f |
∫ 1

0
f(x)dx = 0}
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Chapter 2

１次変換、行列

2.1 １次変換と行列
定義 2.1.1. K = R or C として U, V を K-vector space とする。いま
f : U → V が１次変換（線形変換、linear transformation, linear map）であ
るとは、

(L1) 任意の x, y ∈ U に対して f(x + y) = f(x) + f(y),

(L2) 任意の x ∈ U , 任意の k ∈ K に対して f(kx) = kf(x)
が成り立つことである。

命題 2.1.2. K = R or C とし、U, V を K-vector space とする。いま

L(U, V ) = U から V への linear map の全体

とする。このとき f, g ∈ L(U, V ) に対して、f +g : U → V を、任意の x ∈ U
に対して (f + g)(x) = f(x) + g(x) と定義するとき f + g ∈ L(U, V ) である。
また k ∈ K, f ∈ L(U, V ) に対して kf : U → V を、任意の x ∈ U に対して
(kf)(x) = kf(x) と定義するとき kf ∈ L(U, V ) である。さらにこの和と定
数倍の演算に関して L(U, V ) は K-vector space になる。

U = V のとき L(U,U) を L(U) と書く。

例 2.1.3. (1) f : R2 → R2 で a, b, c, d ∈ R に対して

f
((x

y

))
=

(
ax + by
cx + dy

)
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とするとき f は linear map. さらに A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤m ∈ Mmn(K) に対
して、f : Kn → Km を

f

(x1
...

xn

) =

 a11x1 + · · · + a1nxn
...

am1x1 + · · · + amnxn


と定義するとき f は linear map である。命題 2.1.4 より Kn から Km への
linear map はこの形（行列で表されるもの）に限ることがわかる。すなわち
L(Kn, Km) は Mmn(K) と同一視できる。

(2) R-vector space C∞([0, 1]) を

C∞([0, 1]) = {f |f : [0, 1] → R, f は [0, 1] 上何階でも微分可能 }

とする。このとき D : C∞([0, 1]) → C∞([0, 1]) を Df = f ′（ただし f ′ は f
の微分）と定義すると D は linear map.

(3) f : C → C を f(z) = z̄ とする。（ただし z̄ は z の共役複素数）f は C を
R-vector space と考えれば linear map であるが、C-vector space と考えれば
linear map ではない。

命題 2.1.4. U, V を有限次元 K-vector space, f : U → V を linear map と
する。さらに (a1, · · · , an), (b1, · · · , bm) をそれぞれ U, V の基底とする。い

ま f(aj) の (b1, · · · , bm) に関する座標を

a1j
...

amj

 として、A ∈ Mmn(K) を

A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n と定義する。ここで x ∈ U の (a1, · · · , an) に関する座

標を

x1
...

xn

, f(x) ∈ V の (b1, · · · , bm) に関する座標を

y1
...

ym

 とするとき、
y1

...
ym

 = A

x1
...

xn


が成立する。Aを基底 (a1, · · · , an), (b1, · · · , bm)に関して f を表現する行列あ
るいは基底 (a1, · · · , an), (b1, · · · , bm) に関する f の表現行列という。(U = V
かつ (a1, · · · , an) = (b1, · · · , bm) のときは、A を基底 (a1, · · · , an) に関する
f の表現行列という。）
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証明. x = x1a1 + · · ·+xnan であるので、f(x) = x1f(a1)+ · · ·+xnf(an). い
ま f(aj) = a1jb1 + · · · + amjbm であるから、

f(x) =
m∑

i=1

(( n∑
j=1

aijxj

)
bi

)
これより yi =

∑n
j=1 aijxj.

例題 2.1.5. p(x) ∈ T3(R)に対して、F (p)(x) ∈ T2(R)を F (p)(x) = p′(x−1)
（ただし p′(x) は p(x) の x で微分したもの）とし、F : T3(R) → T2(R) を定
義する。F は linear map であることを示し、F の (1, x, x2, x3), (1, x, x2) に
関する表現行列を求めよ。

解答. linear map であることは明らか。いま F (1) = 0, F (x) = 1, F (x2) =
2(x−1) = 2x−1, F (x3) = 3(x−1)2 = 3x2−6x+3より F を (1, x, x2, x3), (1, x, x2)
に関して表現する行列は、 0 1 −2 3

0 0 2 −6
0 0 0 3



演習 2.1. p(x) ∈ T3(R) に対して、(F (p))(x) ∈ T3(R) を (F (p))(x) = (x +
1)p′(x) と定義する。（ただし p′ は p の微分）このとき F : T3(R) → T3(R)
は linear map であることを示せ。さらに、F を (1, x, x2, x3) に関して表現
する行列を求めよ。

演習 2.2. f ∈ L(R3) は、

f
(−1

0
1

) =

1
0
0

 , f
(0

1
0

) =

1
1
1

 , f
(−1

1
2

) =

3
3
4



とみたす。e1 =

1
0
0

 , e2 =

0
1
0

 , e3 =

0
0
1

 とするとき、f の (e1, e2, e3)

に関する表現行列を求めよ。
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命題 2.1.6. U, V,W を K-vector spaces, f ∈ L(U, V ), g ∈ L(V,W ) とする。
このとき g ◦ f : U → W は linear map である。さらに U, V, W は有限次元
とし、(a1, · · · , an), (b1, · · · , bm), (c1, · · · , cl) をそれぞれ U, V, W の基底とす
る。また

A =

a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

 ∈ Mmn(K), B =

b11 · · · b1m
...

...
bl1 · · · blm

 ∈ Mlm(K)

とし、A を (a1, · · · , an), (b1, · · · , bm) に関して f を表現する行列、B を
(b1, · · · , bm), (c1, · · · , cl) に関して g を表現する行列とする。このとき g◦f の
(a1, · · · , an), (c1, · · · , cl) に関する表現行列を C = (cij)1≤i≤l,1≤j≤n ∈ Mln(K)
とすれば、cij =

∑m
k=1 bikakj である。ここで C = BA と書き、B と A の積

と呼ぶ。

証明.

g(f(aj)) = g(a1jb1 + · · · + amjbm) = a1jg(b1) + · · · + amjg(bm)

=
m∑

k=1

(akj

l∑
i=1

bikci) =
l∑

i=1

(
m∑

k=1

bikakj)ci

演習 2.3. 次の行列の積を求めよ。

(1)

(
2 1
1 1

)
,

(
−1 1 2
1 1 1

)
(2)

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 ,

0 3
1 4
2 5


(3)


5 1 5
2 2 6
1 2 8
8 1 5

 ,

5 6 6
2 1 1
0 5 9


演習 2.4. 次の行列 A に対して A2, A3, · · · を求めよ。

A =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


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命題 2.1.7. U, V を K-vector space, f ∈ L(U, V ) とする。このとき

Imf = {f(x)|x ∈ U}, ker f = {x|x ∈ U, f(x) = 0}

とする。このとき Imf, ker f はそれぞれ V, U の subspace である。Imf を f
の像 (image)、ker f を f の核 (kernel) という。さらに f が単射（１対１）
⇔ ker f = {0}.

証明. f(x1)+f(x2) = f(x1+x2), kf(x) = f(kx)より Imf, ker f が subspaces
になることは明らか。いま f が単射であるとするとき、f(x) = 0 とすると
f(x) = f(0) より x = 0. よって ker f = {0}. 逆に ker f = {0} とするとき、
f(x1) = f(x2) ならば f(x1 − x2) = 0. x1 − x2 ∈ ker f より x1 = x2. すなわ
ち f は単射。

定理 2.1.8. U, V を有限次元 vector spaces, f ∈ L(U, V ) とする。このとき

dim Imf + dim ker f = dim U

証明. いま ker f の基底を (a1, · · · , am) とする。このとき定理 1.3.12 よりあ
る b1, · · · , bn ∈ U が選べて、(a1, · · · , am, b1, · · · , bn) が U の基底となるよう
にできる。任意の x ∈ U に対して、x = α1a1 + · · ·+αmam +β1b1 + · · ·+βnbn

とすれば、f(x) = β1f(b1) + · · · + βmf(bn) である。したがって、Imf =
〈f(b1), · · · , f(bn)〉. 次に (f(b1), · · · , f(bn)) が１次独立であることを示す。
β1f(b1) + · · · + βnf(bn) = 0 とすれば f(β1b1 + · · · + βnbn) = 0. すなわ
ち β1b1 + · · · + βnbn ∈ ker f となる。これより β1 = · · · = βn = 0. よ
って (f(b1), · · · , f(bn)) は１次独立であり、Imf の基底となる。以上より、
dim U = m + n = dim kerf + dim Imf .

上の定理の証明で、c1, · · · , ck ∈ V を (f(b1), · · · , f(bn), c1, · · · , ck) が V
の基底となるように選んでおく。このとき、U の基底 (b1, · · · , bn, a1, · · · , am),
V の基底 (f(b1), · · · , f(bn), c1, · · · , ck) に関する f の表現行列は(

In 0nm

0kn 0km

)
となる。ただし In ∈ Mnn(K) は n 行 n 列の単位行列、すなわち自然数 i, j
に対して

δij =

{
1 i = j のとき
0 i 6= j のとき

とおくとき、In = (δij)1≤i,j≤n. また Oij ∈ Mij(K) は i 行 j 列の零行列で
ある。

20



系 2.1.9. U, V を有限次元 vextor spaces, f ∈ L(U, V ) とする。いま、n =
dim Imf とすれば、f を表現する行列が、(

In 0
0 0

)
となるように U, V の基底を選ぶことができる。

演習 2.5. U を vector space, f ∈ L(U) とする。f◦f = f が成立するとき、
V = {x|x ∈ U, f(x) = x} と定義すれば、U = ker f ⊕ V が成立することを
示せ。

演習 2.6. U を vector space, f ∈ L(U) とする。ここで n = 1, 2, · · · に対し
て、fn ∈ L(U) を、f 1 = f, fn+1 = f◦fn で帰納的に定義する。

(1) 任意の m ≥ 1 で Imfm ⊇ Imfm+1 が成り立つことを示せ。さらに、ある
n で Imfn = Imfn+1 ならば、任意の m ≥ n で Imfn = Imfm となることを
示せ。

(2) 任意の m ≥ 1 で ker fm ⊆ ker fm+1 が成り立つことを示せ。さらに、あ
る n で ker fn = ker fn+1 ならば、任意の m ≥ n で ker fn = ker fm となる
ことを示せ。

演習 2.7. M3(R) を３行３列の実行列の全体において行列の和およびスカ
ラー倍を演算とした実ベクトル空間とする。A ∈ M3(R) に対して tA を A の
転置行列とし、線型変換 f : M3(R) → M3(R) を f(A) = (A + tA)/2 により
定義する。このとき f の不動点の全体 {A|A ∈ M3(R), f(A) = A}, f の像
{f(A)|A ∈ M3(R)} および f の核 {A|A ∈ M3(R), f(A) = 0} の次元をそれ
ぞれ求めよ。

2.2 逆変換、逆行列
定義 2.2.1. U, V を vector spaces, f ∈ L(U, V ) とする。f が正則である（or
可逆である、逆を持つ）とは、ある g ∈ L(V, U)に対して、f◦g = IV , g◦f = IU

が成立することである。（IV , IU はそれぞれ V, U の恒等写像である。すなわ
ち、任意の x ∈ U に対して IU(x) = x, 任意の y ∈ V に対して IV (y) = y）
このとき g を f の逆写像 (inverse) といい、g = f−1 と書く。

命題 2.2.2. U, V を vector spaces, f ∈ L(U, V ) とする。
(1) f が正則 ⇔ f は単射（１対１）かつ全射（上への写像）
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(2) f が正則ならば f の逆写像は一意に決まる。
(3) f は正則とする。 e1, · · · , em ∈ U で (e1, · · · , em) が１次独立ならば
(f(e1), · · · , f(em)) も１次独立である。とくに U が有限次元ならば V も
有限次元で dim U = dim V

注意. 命題 2.1.7 より上の命題の (1) の右辺の条件は、「ker f = {0} かつ
Imf = V」 と同値である。

証明. (1) ⇒ x1, x2 ∈ U に対して f(x1) = f(x2) ならば、x1 = g(f(x1)) =
g(f(x2)) = x2. したがって f は単射。また任意の y ∈ V に対して、f(g(y)) =
y より y ∈ Imf . したがって Imf = V .
⇐ y ∈ V に対して f(x) = y となる x ∈ U がただ一つ決まる。x = g(y)とし
て g : V → U を定義する。定義より、f ◦g = IV , g◦f = IU . 次に g ∈ L(V, U)
をしめす。いま、y1, y2 ∈ V とする。このとき、

f(g(y1) + g(y2)) = f(g(y1)) + f(g(y2)) = y1 + y2.

この式を g で写し、g◦f = IV を使えば、

g(y1) + g(y2) = g(y1 + y2).

次に y ∈ V, k ∈ K に対して、

f(kg(y)) = kf(g(y)) = ky

この式を g で写し g ◦ f = IV と使うと、

kg(y) = g(ky)

よって g ∈ L(V, U) となり、f は正則である。
(2) (1) の ⇐ の証明より g が一意的に決まるのは明らか。
(3) ある k1, · · · , km ∈ K（ただし U, V は K-vector spaces とする）に対し
て、k1f(e1) + · · ·+ kmf(em) = 0 とするとき、g(k1f(e1) + · · ·+ kmf(em)) =
k1e1 + · · · + kmem = 0. (e1, · · · , em) は１次独立であるので k1 = · · · =
km = 0. よって (f(e1), · · · , f(em)) は１次独立。いま U が有限次元とする。
(e1, · · · , em) を U の基底とするとき、(f(e1), · · · , f(em)) は１次独立であり、
V = f(U) = 〈f(e1), · · · , f(em)〉. よって (f(e1), · · · , f(em)) は V の基底であ
る。
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系 2.2.3. U, V を有限次元の vector spaces とし dim U = dim V とする。ま
た f ∈ L(U, V ) とする。このとき次の 4つの条件は同値である。

(1) f は正則である。
(2) 任意の m ∈ N, 任意の e1, · · · , em ∈ U に対して (e1, · · · , em) が１次独立
ならば (f(e1), · · · , f(em)) も１次独立である。

(3) ker f = {0}. すなわち f は単射である。
(4) Imf = V . すなわち f は全射である。
証明. (1) ⇒ (2) は命題 2.2.2-(3) より明らか。
(2) ⇒ (4): (e1, · · · , en) を U の基底とするとき、dim U = dim V = n. 補
題 1.3.11より (f(e1), · · · , f(en)) は V の基底となる。従って Imf = V .
(3) ⇔ (4): 定理 2.1.8 より、dim kerf = 0 ⇔ dim Imf = dim U = dim V . こ
れより明らか。
(3) ⇒ (1): (3) ⇒ (4) より、(3) かつ (4) が成り立つ。このとき命題 2.2.2 よ
り f は正則である。
演習 2.8. U, V を vector spaces とし、f ∈ L(U, V ), g ∈ L(V, U) とする。
g◦f = IU ならば V = Imf ⊕ ker g が成り立つことを示せ。
定義 2.2.4. A ∈ Mmn(K) に対して、 B ∈ Mnm(K) で AB = Im, BA = In

（ただし Ik ∈ Mkk(K) は k × k の単位行列）をみたすものが存在するとき A
は正則（可逆、逆行列を持つ、invertible）であるという。B を A の逆行列
(inverse) といい A−1 と書く。

A が正則であるときその逆行列 B が一意的に決まることは、定義より明
らかである。実際、B1, B2 を A の逆行列とするとき AB1 = AB2 = Im であ
るので、B1 = B1AB1 = B1AB2 = B2.

定理 2.2.5. U, V を有限次元 vector spacesとし、(a1, · · · , an), (b1, · · · , bm)を
それぞれ U, V の基底とする。さらに f ∈ L(U, V )とし、f を (a1, · · · , an), (b1, · · · , bm)
に関して表現する行列を A ∈ Mmn(K) とする。このとき

f が正則⇔ A が正則

さらに、f−1 を (b1, · · · , bm), (a1, · · · , an) に関して表現する行列は A−1 で
ある。
証明. f が正則ならば、f−1 の (b1, · · · , bm), (a1, · · · , an)に関する表現行列を
B とすれば命題 2.1.6 より B が A の逆行列であることがわかる。逆に、A
が正則ならば A−1 を (b1, · · · , bm), (a1, · · · , an) に関する表現行列とするよう
な g ∈ L(V, U) をとれば g = f−1 となることがわかる。
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この定理と命題 2.2.2-(3) より次の系がえられる。

系 2.2.6. A ∈ Mmn(K) とする。A が正則ならば m = n.

2.3 rank

定義 2.3.1. (1) U, V を有限次元のベクトル空間、f ∈ L(U, V ) とする。こ
のとき f の階数 (rank), rank f を rank f = dim Imf と定義する。
(2) A = (aij) ∈ Mmn(K)、i = 1, · · · , n に対して aj を A の j 番目の列べ

クトルとする。すなわち aj =

a1j
...

amj

 である。このとき、A の階数 (rank),

rank A を rank A = rank (a1, · · · , an) と定義する。

命題 2.3.2. U, V を有限次元 vector spaces, (e1, · · · , en), (g1, · · · , gm) をそれ
ぞれ U, V の基底とする。さらに f ∈ L(U, V )とし、f を (e1, · · · , en), (g1, · · · , gm)
に関して表現する行列を A ∈ Mmn(K) とする。このとき

rank f = dim 〈f(e1), · · · , f(en)〉 = rank (f(e1), · · · , f(en)) = rank A

命題 2.3.3. (1) U, V を有限次元 vector spaces, f ∈ L(U, V ) とする。この
とき

f が正則 ⇔ dim U = dim V = rank f

(2) A ∈ Mnn(K) とする。A が正則 ⇔ rank A = n.

以後この節では、U, V を有限次元 vector spaces, (e1, · · · , en), (g1, · · · , gm)
をそれぞれ U, V の基底とする。さらに f ∈ L(U, V )とし、f を (e1, · · · , en), (g1, · · · , gm)
に関して表現する行列を A ∈ Mmn(K) とする。また A の i 行目の行ベクト

ルを âi = (ai1 · · · ain) とし、A =

 â1
...

âm

 と書く。
命題 2.3.4. α, β ∈ K で α 6= 0 とする。いま、k, l ∈ {1, . . . , m} で k 6= l と
し、(h1, · · · , hm) を i /∈ {k, l} なら hi = gi, hk = gk −

β

α
gl, hl =

1

α
gl とおく。

(1) (h1, · · · , hm) は V の基底である。
(2) f を (e1, · · · , en), (h1, · · · , hm) に関して表現する行列を B ∈ Mmn(K)
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とおく。さらに B の i 行目の行ベクトルを b̂i = (bi1 . . . bin) とおく。この
とき、

b̂i =

{
âi i 6= l,

αâl + βâk i = l.
(2.1)

が成り立つ。さらに、dimK〈tâ1, . . . ,
tân〉 = dimK〈tb̂1, . . . ,

tb̂n〉

証明. (1)

gl = αhl

gk = hk + βhl

(2.2)

より、〈g1, . . . , gm〉 = 〈h1, . . . , hm〉. よって V = 〈h1, . . . , hm〉. いま dim V = m
より (h1, . . . , hm) は V の基底。
(2) f(ej) =

∑m
i=1 aijgj に (2.2) を代入すれば、

f(ej) =
m∑

i=1,i6=k,l

aijhi + αaljhl + akj(hk + βhl)

=
∑

i=1,i6=l

aijhi + (αalj + βakj)hl

この命題において、A,Bはいずれも f を表現する行列であるから rank A =
rank f = rank B が成り立つ。従って、行列 A に (2.3) のような変形を施し
ても rank は変わらないのである。
ここからは行列 A に対して A の rank を計算する方法について述べる。
A ∈ Mmn(K), A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n とする。このとき A の j-列目の列ベ

クトルを aj =

a1j
...

amj

 ∈ Km とし、A = (a1 · · · an) とかく。また、 A の i-

行目の行ベクトルを âi = (ai1 · · · ain) とし、A =

 â1
...

âm

 とかく。

A =

a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

 = (a1 · · · an) =

 â1
...

âm


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このとき
rank A = rank (a1, · · · , am)

命題 1.4.7 及び 命題 2.3.4-(2) より次の命題は明らかである。

命題 2.3.5 (rank の計算). A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n ∈ Mmn(K) とする。
(C1) π : {1, · · · ,m} → {1, · · · ,m} を一対一の写像とするとき、

rank A = rank (aπ(1) · · · aπ(m)).

(C2) α, β ∈ K, α 6= 0, i 6= j に対して、

rank A = rank (a1 · · · ai · · · am) = rank (a1 · · ·αai + βaj · · · am).

(R1) σ : {1, · · · , n} → {1, · · · , n} を一対一の写像とするとき、

rank A = rank

âσ(1)
...

âσ(n)


(R2) α, β ∈ K, α 6= 0, i 6= j に対して、

rank A = rank


â1
...
âi
...

ân

 = rank


â1
...

αâi + βâj
...

ân


(C1), (C2) の操作を行列の列 (Colum)に関する基本変形、(R1), (R2) の

操作を行列の行 (Row)に関する基本変形という。(C1), (C2), (R1), (R2) の
操作を繰り返すことで行列の rank を求めることが出来る。

例題 2.3.6.


1 7 1 2
−1 9 3 6
1 5 −2 −4
−1 −3 0 0

 の rank を求めよ。
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解答.
1 7 1 2
−1 9 3 6
1 5 −2 −4
−1 −3 0 0

 4c−2×3c−−−−−→


1 7 1 0
−1 9 3 0
1 5 −2 0
−1 −3 0 0

 4r+1r−−−−−−−→
2r+1r,3r−1r


1 7 1 0
0 16 4 0
0 −2 −3 0
0 4 1 0

 3c−1c−−−−−→
2c−7×1c


1 0 0 0
0 16 4 0
0 −2 −3 0
0 4 1 0

 4r−2r/4−−−−−−→
2r/4,3r×−1


1 0 0 0
0 4 1 0
0 2 3 0
0 0 0 0


(2c−4×3c)/(−10)−−−−−−−−−−→


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 3 0
0 0 0 0

 3r−3×2r−−−−−→
3r↔2r


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


これより rank は 3.

演習 2.9. 次の行列の rank を求めよ。

(1)

1 2 3 −2
3 −4 6 −4
1 −2 6 −4

 (2)

1 1 1 2
1 −3 2 1
3 −2 4 2

 (3)

1 1 1
1 −1 1
1 2 −1



(4)


2 0 3 2 3
3 1 0 1 2
0 −2 9 4 5
1 1 −3 −1 −1

 (5)


1 9 2 12
1 3 −1 3
3 8 8 19
−2 7 −3 2



(6)

a − 3 2 0
4 a − 1 0
0 0 a

 (7)


a 1 1 1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a

 (8)


1 1 1 1
a b c d
a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3


定理 2.3.7. A ∈ Mmn(K) とする。このとき k = rank A ⇔ A に (C1), (C2),
(R1), (R2) の操作を有限回おこなえば、(

Ik Ok n−k

Om−k k Om−k n−k

)
になる。

27



この定理の証明には次の補題を用いる。
補題 2.3.8. B ∈ Mmn(K) で B 6= 0mn とする。このとき B に (C1), (C2),
(R1), (R2) の操作を有限回おこなうことで、

1 0 · · · 0
0 c11 · · · c1 n−1
...

...
...

0 cm−1 1 · · · cm−1 n−1

 (2.3)

になる。
証明.

b11 · · · b1j · · · b1n
...

...
...

bi1 · · · bij · · · bin
...

...
...

bm1 · · · bmj · · · bmn

 1r↔ir−−−→


bi1 · · · bij · · · bin
...

...
...

b11 · · · b1j · · · b1n
...

...
...

bm1 · · · bmj · · · bmn


1c↔jc−−−→


bij · · · bi1 · · · bin
...

...
...

b1j · · · b11 · · · b1n
...

...
...

bmj · · · bm1 · · · bmn


1c/bij−−−→


1 d12 · · · d1n

d21 d22 · · · d2n
...

...
...

dm1 dm2 · · · dmn

 jc−d1j×1c−−−−−−→
2≤j≤n


1 0 · · · 0

d21 ∗ · · · ∗
...

...
...

dm1 ∗ · · · ∗

 ir−di1×1r−−−−−−→
2≤i≤m


1 0 · · · 0
0 ∗ · · · ∗
...

...
...

0 ∗ · · · ∗



定理 2.3.10 の証明. ⇐ は明らか。
⇒をm+nに関する帰納法で示す。m+n = 2のとき (m,n) = (1, 1), (0, 2), (2, 0).
いずれの場合も明らか。

m + n = N まで成立したとする。m + n = N + 1 としたとき、補題 2.3.8
より (C1), (C2), (R1), (R2)を有限回行うことで、A ∈ Mmn(K)は、(2.3)の
形に変形できる。C = (cij) とおくと C = Mm−1 n−1(K) なので、帰納法の仮
定より C に対して (C1), (C2), (R1), (R2) を有限回行うことで、目的の形に
変形できる。
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演習 2.10. (1) U, V を有限次元 vector spaces, h1 ∈ L(U), f ∈ L(U, V ), h2 ∈
L(V ) とする。 いま h1, h2 が正則ならば、rank f = rank h2◦f◦h1 を示せ。
(2) A ∈ Mmn(K), B1 ∈ Mnn(K), B2 ∈ Mmm(K) とする。いま B1, B2 が正
則ならば rank A = rank B2AB1 を示せ。

演習 2.11. U, V, W を有限次元ベクトル空間、f ∈ L(U, V ), g ∈ L(V, W ) と
する。このとき次の (1), (2) を示せ。

(1) rank g ◦ f = rank g ⇔ V = ker g + Imf

(2) rank g ◦ f = rank f ⇔ ker g ∩ Imf = {0}

演習 2.12. A ∈ Mnn(K) とする。A3 = A であるための必要十分条件は
A2 = A4 かつ rank A = rank A2 であることを示せ。

演習 2.13. A ∈ Mnn(K) とする。 An−1 6= 0, An = 0 ならば rank A = n − 1
を示せ。

演習 2.14. A ∈ Mnn(K) とする。rank A + rank (In − A) ≥ n を示せ。

定義 2.3.9. A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n ∈ Mmn(K) に対して、A の転置行列 tA ∈
Mnm(K) を A の行と列を入れ替えた行列とする。すなわち

tA =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
...

...
...

a1n a2n · · · amn


A の i行目 âi は tA の i列目 tâi であり、A の j列目 aj は tA の j行目

taj となる。

A = (a1 · · · an) =

 â1
...

âm


に対して、

tA =


ta1
...

tan

 = (tâ1 · · · tâm)

となる。
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定理 2.3.10. A ∈ Mmn(K) とする。このとき

rank A = rank tA

演習 2.15. A ∈ Mmn(K), B ∈ Mlm(K) とする。このとき t(BA) = tAtB を
示せ。

演習 2.16. (2) A ∈ Mnn(K) とする。このとき

A が正則 ⇔ tA が正則

を示せ。さらに A が正則ならば (tA)−1 = t(A−1) を示せ。

演習 2.17. K = R または C とする。U を有限次元 K-ベクトル空間、f :
U → U を線形写像（１次変換）とする。また IU : U → U を恒等写像（つま
り任意の u ∈ U に対して IU(u) = u）とする。このとき次の問いに答えよ。
(1) α ∈ K に対して V (α) = {u|u ∈ U, f(u) = αu} とする。V (α) は U の
部分ベクトル空間になることを示せ。
(2) α1, α2 ∈ K で α1 6= α2 とする。このとき V (α1)∩ V (α2) = {0} を示せ。
(3) α1, α2 ∈ K で α1 6= α2 とするとき、次の不等式を示せ。

rank (f − α1IU) + rank (f − α2IU) ≥ dim U
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Chapter 3

行列式

3.1 行列式 I (3 × 3 の場合)

2 × 2-行列
(

a b
c d

)
に対して、

(
a b
c d

)
が逆行列を持つ⇔ ad − bc 6= 0

は知られている。3 × 3-行列の場合はどうなるか？A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 と
する。このとき、

A が逆行列を持つ ⇔ rank A = 3.

補題 3.1.1.

1 0 0
e a b
f c d

 が逆行列を持つ ⇔ ad − bc 6= 0.

証明. rank

1 0 0
e a b
f c d

 = rank

1 0 0
0 a b
0 c d

 である。いま、
(1

0
0

 ,

0
a
c

 ,

0
b
d

)が１次独立⇔
((a

c

)
,

(
b
d

)
)が１次独立⇔

(
a b
c d

)
が逆行列を持つ ⇔ ad − bc 6= 0.
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さて、a11 6= 0 のとき、

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 1c/a11−−−→

 1 a12 a13

a21/a11 a22 a23

a31/a11 a32 a33


2c−a12×1c−−−−−−→
3c−a13×1c

 1 0 0
a21/a11 a22 − a12a21/a11 a23 − a13a21/a11

a31/a11 a32 − a12a31/a11 a33 − a13a31/a11


補題 3.1.1 より A が逆行列をもつ ⇔

0 6=
(
a22 −

a12a21

a11

)(
a33 −

a13a31

a11

)
−
(
a23 −

a13a21

a11

)(
a32 −

a12a31

a11

)
=

a11a22a33 − a22a13a31 − a12a21a33 − a23a11a32 + a23a12a31 + a21a32a13

a11

定義 3.1.2. 3×3行列 A = (aij)1≤i,j≤3 に対して、Aの行列式 (determinant),
det A あるいは |A| を、

|A| = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32

と定義する。

定理 3.1.3. 3 × 3 行列 A = (aij)1≤i,j≤3 が逆行列を持つ ⇔ |A| 6= 0.

証明. a11 6= 0 のときは上の計算から明らか。a11 = 0 のときは、A 6= 0 とし
て、aij 6= 0 となるものに注目して (C1), (R1) の変形をおこない、a11 6= 0 の
場合に帰着する。

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 に対して a1 =

a11

a21

a31

 , a2 =

a12

a22

a32

 , a3 =

a13

a23

a33


とおく。すなわち A = (a1 a2 a3). このとき |A| = D(a1, a2, a3) と書くことに
する。

命題 3.1.4. (1) a, b ∈ K3, α, β ∈ K とするとき、

D(αa + βb, a2, a3) = αD(a, a2, a3) + βD(b, a2, a3)

D(a1, αa + βb, a3) = αD(a1, a, a3) + βD(a1, b, a3)

D(a1, a2, αa + βb) = αD(a1, a2, a) + βD(a1, a2, b)
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(2) D(a1, a3, a2) = D(a2, a1, a3) = D(a3, a2, a1) = −D(a1, a2, a3)

(3) α, β ∈ K に対して

D(αa1 + βa2, a2, a3) = D(αa1 + βa3, a2, a3)

=D(a1, αa2 + βa1, a3) = D(a1, αa2 + βa3, a3)

=D(a1, a2, αa3 + βa1) = D(a1, a2, αa3 + βa2)

=αD(a1, a2, a3)

(4) |A| = |tA|

証明. (1), (2), (4)は行列式の定義に代入してみればわかる。(3)については、
例えば、(1) より

D(αa1 + βa2, a2, a3) = αD(a1, a2, a3) + βD(a2, a2, a3)

いま (a2, a2, a3)は１次独立でないので、(a2 a2 a3)は逆行列をもたない。よっ
て D(a2, a2, a3) = 0.

この命題より (C1), (C2), (R1), (R2) の変形をおこなったとき、行列式の
値がどのように変わるかがわかる。

例題 3.1.5.

∣∣∣∣∣∣
1 − k −4 −2

2 7 − k 4
4 10 6 + k

∣∣∣∣∣∣ を求めよ。
解答.∣∣∣∣∣∣

1 − k −4 −2
2 7 − k 4
4 10 6 + k

∣∣∣∣∣∣ 2c−2×3c
=

∣∣∣∣∣∣
1 − k 0 −2

2 −(k + 1) 4
4 −2(k + 1) 6 + k

∣∣∣∣∣∣ =

− (k + 1)

∣∣∣∣∣∣
1 − k 0 −2

2 1 4
4 2 6 + k

∣∣∣∣∣∣ 1c−2×2c
= −(k + 1)(1 − k)

∣∣∣∣∣∣
1 0 −2
0 1 4
0 2 6 + k

∣∣∣∣∣∣ 3r−2×2r
=

(k + 1)(k − 1)(k − 2)

∣∣∣∣∣∣
1 0 −2
0 1 4
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (k + 1)(k − 1)(k − 2).
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演習 3.1. 次の行列式を計算せよ。

(1)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
6 5 4
7 8 9

∣∣∣∣∣∣ (2)

∣∣∣∣∣∣
a b b
b a b
b b a

∣∣∣∣∣∣ (3)

∣∣∣∣∣∣
1 x x2

x x2 1
x2 1 x

∣∣∣∣∣∣
(4)

∣∣∣∣∣∣
a + x a + y a + z
b + x b + y b + z
c + x c + y c + z

∣∣∣∣∣∣ (5)

∣∣∣∣∣∣
b + c a a

b c + a b
c c a + b

∣∣∣∣∣∣
(6)

∣∣∣∣∣∣
(b + c)2 c2 b2

c2 (c + a)2 a2

b2 a2 (a + b)2

∣∣∣∣∣∣
演習 3.2. 次の等式を証明せよ。

(1)

∣∣∣∣∣∣
a + b b + c c + a
b + c c + a a + b
c + a a + b b + c

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣
a b c
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

b + c c + a a + b
bc ca ab

∣∣∣∣∣∣ = −(a − b)(b − c)(c − a)

(3)

∣∣∣∣∣∣
(a + b)2 ca bc

ca (b + c)2 ab
bc ab (c + a)2

∣∣∣∣∣∣ = 2abc(a + b + c)3

(4)

∣∣∣∣∣∣
b + c a − c a − b
b − c c + a b − a
c − b c − a a + b

∣∣∣∣∣∣ = 8abc

演習 3.3. ３角形 ABC の 3つの角 A,B, C に対して次の式を示せ。∣∣∣∣∣∣
−1 cos C cos B

cos C −1 cos A
cos B cos A −1

∣∣∣∣∣∣ = 0

3.2 行列式 II（一般の次元）
定理 3.2.1. K = R or C とする。Kn の n 個のベクトル a1, · · · , an ∈ Kn

に対して Dn(a1, · · · , an) ∈ K を対応させる写像 Dn : Kn × · · · × Kn → K
で次の (DT1), (DT2), (DT3) をみたすものが唯一つ存在する。

34



(DT1) 任意の i ∈ {1, · · · , n}, 任意の α, β ∈ Kn, 任意の α, β ∈ K に対して、

Dn(a1, · · · , αa + βb
i 番目

, · · · , an)

= αDn(a1, · · · , a
i 番目

, · · · , an) + βDn(a1, · · · , b
i 番目

, · · · , an)

(DT2) 任意の 1 ≤ i < j ≤ n に対して、

Dn(a1, · · · , aj
i 番目

, · · · , ai
j 番目

, · · · , an)

= −Dn(a1, · · · , ai
i 番目

, · · · , aj
j 番目

, · · · , an)

(DT3) Dn(e1, · · · , en) = 1 ただし ei =



0
...
0
1
0
...
0


i 番目 (i = {1, · · · , n}.

定義 3.2.2. n × n 行列 A = (a1 · · · an) （ただし j ∈ {1, · · · , n} に対して aj

は A の j 列目の列ベクトル) とする。このとき A の行列式 (determinant)
|A| または det A を、|A| = Dn(a1, · · · , an) と定義する。

定理 3.2.1 の証明は 2つの部分に分けておこなう。

定理 3.2.1 の証明（第１部）. まず (DT1), (DT2), (DT3)をみたす Dn が存
在することを示す。n についての数学的帰納法を用いる。n = 1, 2, 3 ではす
でに示された。それらをそれぞれ D∗

1, D
∗
2, D

∗
3 とおく。

D∗
n−1 が (DT1), (DT2), (DT3) をみたすと仮定する。このとき j = 1, · · · , n

に対して aj =


a1j

a2j
...

anj

, bj =

a2j
...

anj

 として、

D∗
n(a1, · · · , an) =

n∑
j=1

(−1)j−1a1jDn−1(b1, · · · ,
×
bj, · · · , bn)
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と定義する。ただし
×
bj は bj をとばすことを表す。例えば (

×
b1, b2, · · · , bn) =

(b2, · · · , bn), (b1,
×
b2, b3, · · · , bn) = (b1, b3, · · · , bn).

(DT1) の証明：a1, · · · , an ∈ Kn, ai = αa + βb とする。このとき a =
u1

u2
...

un

 , b =


v1

v2
...

vn

 , a′ =

u2
...

un

 , b′ =

v2
...

vn

 とおけば、D∗
n−1 が (DT1) をみ

たすことより、

D∗
n(a1, · · · , an)

= α
∑

j:1≤j≤n,j 6=i

(−1)j−1a1jD
∗
n−1(b1, · · · ,

×
bj, · · · , a′

i 番目
, · · · , bn)

+ β
∑

j:1≤j≤n,j 6=i

(−1)j−1a1jD
∗
n−1(b1, · · · ,

×
bj, · · · , b′

i 番目
, · · · , bn))

+ (−1)i−1(αui + βvi)Dn−1∗(b1, · · · ,
×
bi, · · · , bn)

= αD∗
n(a1, · · · , a

i 番目
, · · · , an) + βD∗

n(a1, · · · , b
i 番目

, · · · , an)

(DT2) の証明：1 < i とする。

D∗
n(ai, · · · , a1

i 番目
, · · · , an) = a1iD

∗
n−1(b2, · · · , bi−1, b1, bi+1, · · · , bn)

+ (−1)i−1a11D
∗
n−1(bi, b2, · · · , bi−1, bi+1, · · · , bn)

+
∑

j:1≤j≤n,j 6=1,i

(−1)j−1D∗
n−1(bi, b2, · · · ,

×
bj, · · · , b1, · · · , bn)

(3.1)

いま D∗
n−1 は (DT2) をみたすので、

D∗
n−1(b2, · · · , bi−1, b1, bi+1, · · · , bn) = (−1)D∗

n−1(b2, · · · , b1, bi−1, bi+1, · · · , bn)

= · · · = (−1)i−2D∗
n−1(b1, · · · ,

×
bi, · · · , bn)

同様に、

D∗
n−1(bi, b2, · · · , bi−1, bi+1, · · · , bn) = (−1)i−2D∗

n−1(b2, · · · , bn)

D∗
n−1(bi, b2, · · · ,

×
bj, · · · , b1, · · · , bn) = (−1)D∗

n−1(b1, · · · ,
×
bj, · · · , bn)
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これらを (3.1)に代入すれば、D∗
n(ai, a2, · · · , a1

i 番目
, · · · , an) = (−1)D∗

n(a1, · · · , an).

一般の場合もこれより明らかである。
(DT3) は D∗

n の定義から直接計算すれば明らか。
以上より上で定義した D∗

n は (DT1), (DT2), (DT3) をみたす。

命題 3.2.3. Dn は (DT1), (DT2), (DT3) をみたすとする。このとき
(1) ある i 6= j で ai = aj ならば Dn(a1, · · · , an) = 0.

(2) α, β ∈ K, i 6= j に対して、

Dn(a1, · · · , αai + βaj
i 番目

, · · · , an) = αDn(a1, · · · , ai
i 番目

, · · · , an)

(3) π : {1, · · · , n} → {1, · · · , n} を 1対 1の写像とする。このとき sgn π =
D∗

n(eπ(1), · · · , eπ(n)) と定義すれば、

Dn(aπ(1), · · · , aπ(n)) = sgn πDn(a1, · · · , an)

証明. (1) 簡単のため a1 = a2とする。このとき、(DT2)よりDn(a1, a2, · · · , an) =
−Dn(a2, a1, · · · , an). a1 = a2 より Dn(a1, a1, · · · , an) = Dn(a1, a2, · · · , an).
従って Dn(a1, · · · , an) = 0.
(2) (DT1) より Dn(a1, · · · , αai + βaj, · · · , an) = αDn(a1, · · · , ai, · · · , an) +
βDn(a1, · · · , aj, · · · , an). ここで (1) を用いれば Dn(a1, · · · , aj, · · · , an) = 0
である。よって (2) が示された。

(3) を示すために少し準備をする。

定義 3.2.4. Sn = {π|π : {1, · · · , n} → {1, · · · , n}, π は 1対 1} とする。Sn

を n 次の置換群 (permutation group) といい、π ∈ Sn を n 次の置換 (per-

mutation) という。π ∈ Sn を π =

(
1 2 · · · n

π(1) π(2) · · · π(n)

)
のように表す。

1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j に対して、σi,j ∈ Sn を、

σi,j(k) =


j k = i,

i k = j,

k k が i, j 以外.

とおく。σi,j を i, j の互換といい (i, j) と表すこともある。
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π ∈ Sn は (1, 2, · · · , n) の (π(1), π(2), · · · , π(n)) への並べ変えを表すと
考えることができる。 i, j の互換 σi,j は i と j を入れ換えることを意味す
る。任意の置換（並べ換え）は互換（入れ換え）を有限回おこなうことで得
られる。

例 3.2.5. (1) π =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
(1, 2, 3, 4)

(1,4)−−→ (4, 2, 3, 1)
(1,3)−−→ (4, 2, 1, 3)

(1,2)−−→ (4, 1, 2, 3)

すなわち π = σ1,2 ◦ σ1,3 ◦ σ1,4

(2) π =

(
1 2 3
3 1 2

)
(1, 2, 3)

(1,3)−−→ (3, 2, 1)
(1,2)−−→ (3, 1, 2)

あるいは

(1, 2, 3)
(1,2)−−→ (2, 1, 3)

(1,3)−−→ (2, 3, 1)
(2,3)−−→ (3, 2, 1)

(1,2)−−→ (3, 1, 2)

定理 3.2.6. 任意の π ∈ Sn に対して、ある互換の列 (i1, j1), · · · , (im, jm) が
あって π = σim,jm ◦ · · · ◦ σi1,j1. さらにこのとき

sgn π = (−1)m

である。

証明. n に関する帰納法を用いる。n = 1 のときは S1 = {恒等写像 } より明
らか。（恒等写像は 0 個の互換で表されると考える。）
n−1まで正しいとする。π ∈ Snとする。π(n) = nならば、

(
1 · · · n − 1

π(1) · · · π(n − 1)

)
∈

Sn−1 は帰納法の仮定より互換の合成で表される。よって π は互換の合成で
表せる。π(n) 6= n のとき、σ = σπ(n),n ◦ π とおけば、σ(n) = n. よって σ は
互換の合成で表される。ここで π = σπ(n),n ◦ σ より π も互換の合成で表さ
れる。

sgn π = (−1)m は (DT2), (DT3) より明らか。

系 3.2.7. π ∈ Sn, 互換の列 (i1, j1), · · · , (im, jm) および (k1, l1), · · · , (kp, lp)
に対して、π = σim,jm ◦ · · · ◦ σi1,j1 = σkp,lp ◦ · · · ◦ σk1,l1 とする。このとき m, p
の偶、奇は一致する。（すなわち |m − p| は偶数）
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証明. sgn π = (−1)m = (−1)p より明らか。

以上の結果より命題 3.2.3-(3) は明らかである。

命題 3.2.8. A = (aij), B = (bij) ∈ Mnn(K) とする。aj および bj をそれぞ

れ A,B の j 列目の列ベクトルとする。すなわち aj =

a1j
...

anj

 , bj =

b1j
...

bnj

.

さらに C = BA とおき C の j 列目の列ベクトル cj =

c1j
...

cnj

 とする。こ
のとき

Dn(c1, · · · , cn) =
∑
π∈Sn

sgn πaπ(1) 1aπ(2) 2 · · · aπ(n) nDn(b1, · · · , bn).

証明. cj = a1jb1 + a2jb2 + · · · + anjbn であるので、

Dn(c1, · · · , cn) = Dn(
n∑

i1=1

ai11bi1 , c2, · · · , cn)

=
n∑

i1=1

ai11Dn(bi1 ,
n∑

i2=1

ai22bi2 , · · · , cn) =
n∑

i1,i2=1

ai11ai22Dn(bi1 , bi2 , c3, · · · , cn)

=
n∑

i1,··· ,in=1

ai11ai22 · · · ainnDn(bi1 , bi2 , · · · , bin)

ここで 命題 3.2.3-(1), (3)より Dn(bi1 , · · · , bin) =sgn

(
1 · · · n

i1 · · · in

)
Dn(b1, · · · , bn)

(
1 · · · n

i1 · · · in

)
が置換

0 ある k 6= l に対して ik = il.

従って、この命題が成立する。

定理 3.2.9. (DT1), (DT2), (DT3) をみたす Dn は、

Dn(a1, · · · , an) =
∑
π∈Sn

sgn πaπ(1) 1aπ(2) 2 · · · aπ(n) n

を満たす。
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証明. 命題 3.2.8 で B = In とすれば明らか。

定理 3.2.1 の証明（第２部）. Dn の一意性は定理 3.2.9 より明らか。

命題 3.2.10. A,B ∈ Mnn(K) とする。このとき

|AB| = |A||B|

証明. 命題 3.2.8 より明らか。

定理 3.2.11. A ∈ Mnn(K) とする。このとき

A が正則 ⇔ |A| 6= 0.

さらに A が正則ならば |A−1| = |A|−1.

証明. ⇒: Aが正則のとき AA−1 = In. 従って 1 = |In| = |AA−1| = |A||A−1|.
よって |A| 6= 0.
⇐: A が正則でないとする。このとき A = (a1 · · · an), a1, · · · , an ∈ Kn とす
ると、(a1, · · · , an) は１次独立でない。従って、ある j に対して、

aj = α1a1 + · · · + αj−1aj−1 + αj+1aj+1 + · · · + an

と書ける。このとき、命題 3.2.3-(1) より

|A| = Dn(a1, · · · , aj, · · · , an) =
∑

i=1,··· ,n,i6=j

αiDn(a1, · · · , ai
j 番目

, · · · , an) = 0

定理 3.2.12. A = (aij) ∈ Mnn(K) とする。このとき |A| = |tA|. すなわち

|A| =
∑
σ∈Sn

sgn σa1 σ(1)a2 σ(2) · · · an σ(n).

証明. tA = (bij) とするとき bij = aji より、

|tA| =
∑
σ∈Sn

sgn σa1 σ(1)a2 σ(2) · · · an σ(n)

ここで σ は {1, · · · , n} からそれ自身への 1対１の写像であるので、逆写像
σ−1が存在する。ここで、σ = σim,jm◦· · ·◦σi1,j1 ならば σ−1 = σi1,j1◦· · ·◦σim,jm

である。従って、sgn σ = sgn σ−1. さらに π = σ−1 とすれば、

a1 σ(1)a2 σ(2) · · · an σ(n) = aπ(1) 1aπ(2) 2 · · · aπ(n) n
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である。さらに σ ↔ σ−1 は Sn 上の 1対１対応であるので、

|tA| =
∑
σ∈Sn

sgn σa1 σ(1)a2 σ(2) · · · an σ(n)

=
∑

σ−1∈Sn

sgn σ−1aσ−1(1) 1aσ−1(2) 2 · · · aσ−1(n) n

=
∑
π∈Sn

sgn πaπ(1) 1aπ(2) 2 · · · aπ(n) n = |A|

例 3.2.13. π =

(
1 2 3 4 5
2 4 1 5 3

)
∈ S5 に対して、

π−1 =

(
2 4 1 5 3
1 2 3 4 5

)
=

(
1 2 3 4 5
3 1 5 2 4

)
定理 3.2.12より行列式に対して、列に関して成り立つ事項（(DT1), (DT2)

および 命題 3.2.3）は行に対しても成り立つことがわかる。すなわち、
命題 3.2.14. A = (aij) ∈ Mnn(K) の i 行目の行ベクトルを âi = (ai1 · · · ain)
とする。(tai ∈ Kn) このとき

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
â1
...

ân

∣∣∣∣∣∣∣
と書けば、次の (1), (2), (3) が成立する。

(1) α, β ∈ K, ta, tb ∈ Kn に対して、âk = αa + βb ならば、

|A| = α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

â1
...
a
...

ân

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k 行目+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

â1
...
b
...

ân

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k 行目

(2) π ∈ Sn に対して、 ∣∣∣∣∣∣∣
âπ(1)

...
âπ(n)

∣∣∣∣∣∣∣ = sgn π

∣∣∣∣∣∣∣
â1
...

ân

∣∣∣∣∣∣∣
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(3) i 6= j, α, β ∈ K に対して、∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

â1
...

αâi + βâj
...

ân

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i 行目 = α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

â1
...
âi
...

ân

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i 行目

例題 3.2.15.

∣∣∣∣∣∣∣∣
x 1 0 x
0 x x 1
1 x x 0
x 0 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 をみたす x を求めよ。

解答.∣∣∣∣∣∣∣∣
x 1 0 x
0 x x 1
1 x x 0
x 0 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣
1c+(2c+3c+4c)

= (2x + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 x
1 x x 1
1 x x 0
1 0 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣
2c−1c
=

4c−x×1c

(2x + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
1 x − 1 x 1 − x
1 x − 1 x −x
1 −1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
ir−1r(i=2,3,4)

=
2c+3c

(4x2 − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 x 1 − x
0 1 x −x
0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
3c−x×2c

=
4c+x×3c

(4x2 − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
2r−3r
= (4x2 − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
従って与えられた行列式は (4x2 − 1)D4(e1, e3, e4, e2) = (4x2 − 1). よって
x = 1/2,−1/2.

演習 3.4. 次の行列式を計算せよ。

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 15 14 4
12 6 7 9
8 10 11 5
13 3 2 16

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x 1 y
x 1 y 1
1 y 1 x
y 1 x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ (3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
−a b c d
−a −b c d
−a −b −c d

∣∣∣∣∣∣∣∣
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演習 3.5. 次の方程式をみたす実数 x の値をすべて求めよ。∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x3 x2 x
x 1 x3 x2

x2 x 1 x3

x3 x2 x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0
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